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Vorwort. 



Der zweite Band der Sohnckeschen Aufgabensammlung hat 
in der hier vorliegenden Bearbeitung eine ebenso tiefgreifende 
Umwandlung erfahren, als der erste. Die Gesichtspunkte, welche 
bei der Revision des ersten Bandes leitend wai*en, sind auch für 
den zweiten Band maßgebend gewesen. Sämtliche Beispiele sind 
neu durchgerechnet und dabei eine unverhältnismäßig große Zahl 
von Druckfehlern früherer Auflagen verbessert worden. Die 
Regeln und Lehrsätze, welche den einzelnen Beispielgruppen voran- 
gehen und welche dem Studierenden in gedrängter Darstellung 
eine Übersicht über die am häufigsten zur Anwendung kommenden 
Integrationsmittel bieten, sind den neueren Methoden gemäß voll- 
ständig umgeändert. » 

Das Kapitel über die Integration rationaler Differentialaus- 
drücke, welches seiner Reichhaltigkeit wegen als das brauch- 
barste der ursprünglich Sohnckeschen Bearbeitung anzusehen ist, 
wurde beinahe unverändert beibehalten. Dem Kapitel über die 
Integration irrationaler Differentialausdrücke ist eine durch die 
Wichtigkeit des Gegenstandes hinlänglich motivierte Aufmerk- 
samkeit geschenkt worden. Jedoch wurden in diesem und dem 
darauf folgenden Kapitel solche Beispiele, die eher in einer 
größeren Formelnsammlung als in einem Übungsbuche ihren Platz 
finden, weggelassen. 

Um einem längst gefühlten Bedürfnisse und damit zugleich 
wohlbegründeten Aussetzungen an der Sohnckeschen Aufgaben- 
sammlung gerecht zu werden, sind derselben fünf neue Kapitel 
einverleibt worden, nämlich die drei Kapitel: Integration zwei- 
und dreigliedriger Differentialausdrücke, Näherungsweise Berech- 
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nung bestimmter Integrale, Doppelintegrale und dreifache Inte- 
grale und als Anhang die beiden Kapitel: Integration gewöhn- 
licher Diiferentialgleichungen und Variationsrechnung. Daß in 
dem Abschnitt über Variationsrechnung nur Beispiele einfachster 
Art aufgenommen und auf die Untersuchung der zweiten Variation 
nicht eingegangen worden, wird namentlich jeder Lehrer, der in 
der Variationsrechnung Unterricht erteilt , begründet finden. 
Selbstverständlich konnte es sich an diesem Orte nicht um Voll- 
ständigkeit weder in der Auswähl der Beispiele, noch in deren 
Ausführung handeln; so mußte genügen, den Studierenden durch 
Vorlegung einiger interessanter Beispiele aus diesem Gebiete mit 
der Operation des Variierens vertraut zu machen. 

Die Sammlung enthält sonach in ihrer jetzigen Gestalt 
Übungsmaterial zu dem gesamten Unterricht in der höheren 
Mathematik, wie er gewöhnlich an Universitäten und polytech- 
nischen Schulen in drei bis vier Semestern erteilt werden kann. 

Dem Bearbeiter der vierten Auflage haben außer dem 
Ubungsstoffe, welchen er in seiner mehrjährigen früheren Stellung 
als Assistent am eidgenössischen Polytechnikum in Zürich für 
die Repetitorien und Ubungsstunden angesammelt hatte, wesent- 
liche Dienste geleistet die trefflichen Werke: Freuet: Recueil 
d'exercices sur le calcul infinitesimal, Boole, G. A.: Treatise on 
differential equations 1872, J. Todhunt er, M. A.: Besearches in 
the Calculus of Variations, principally on the theory of disconti- 
nuous Solutions, London and Cambridge^ 1871, Sellett: Element 
tary Treatise on the Calcuhis of Variations. Dublin 1852 und 
Stegmann: Lehrbuch der Variationsrechnung und ihrer An- 
wendung etc. Kassel 1854. 

Wenn es ihm gelungen ist, durch diese Neubearbeitung der 
Sohnckeschen Aufgabensammlung sein bescheidenes Scherflein zur 
Erleichterung und Verbreitung der mathematischen Studien bei- 
zutragen, so fühlt er sich für die darauf verwendete Zeit und 
Mühe reichlich belohnt. 



Lausanne, im Oktober 1876. 



? 



H. Amstein. 



Vorwort zur sechsten Auflage. 



Die Herausgabe der sechsten Auflage der Sohnckeschen Auf- 
gabensammlung , Teil II, erlitt nach Fertigstellung des ersten 
Teiles infolge des Ablebens des Herrn Verlegers eine Ver- 
zögerung. Auf das Anerbieten des jetzigen Inhabers der Firma 
H. W. Schmidt, die mittlerweile nach Jena verlegt wurde, 
übernahm ich die Bearbeitung des zweiten Teiles. 

Die mich leitenden Prinzipien waren im wesentlichen die- 
selben wie beim ersten Teil. Es galt, den bisherigen Charakter 
des bewährten Buches möglichst beizubehalten, aber durch Ver- 
änderungen und Ergänzungen es vor dem Veralten zu schützen. 

Wie beim ersten Teil wurden die bisher in einem besonderen 
Heft erschienenen Figuren der größeren Übersichtlichkeit halber 
in den Text gebracht. Der Stoff wurde entsprechend der An- 
ordnung des ersten Teiles in Kapitel eingeteilt. Ein bedeutend 
ausführlicheres Inhaltsverzeichnis ermöglicht schnelle Orientierung. 

Die einschneidendste Änderung besteht wohl darin, daß der 
bisherige zweite Teil in zwei Abteilungen zerlegt wurde. Hier- 
durch wurde die Vermehrung des Stoffes ermöglicht. Den Ee- 
kursionsformeln wurde ein besonderes Kapitel gewidmet, das von 
bestimmten Integralen handelnde ist wesentlich vermehrt und 
völlig umgearbeitet worden. Die Kapitel über Eulersche Funk- 
tionen, elliptische Integrale und über Integration durch Reihen 
und Summation von Reihen durch Integrale sind neu hinzu- 
gekommen. Hängen doch gerade die zuletzt genannten Stoffe 
eng mit wichtigen Gebieten der modernen Mathematik zusammen. 
Es hat ferner ein beträchtlicher Teil der theoretischen Ein- 
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leitungen zu den Aufgaben der einzelnen Kapitel eingreifende 
Umgestaltung erfahren. 

Daß, wie im ersten Teile, Druckfehler und Unrichtigkeiten 
möglichst getilgt wurden und daß die neue Rechtschreibung ein- 
geführt wurde, ist selbstverständlich. Daß die Verlagsbuchhand- 
lung in dankenswertester Weise für die äußere Ausstattung des 
Werkes gesorgt hat, lehrt ein Vergleich mit der vorigen Auflage. 

Möge es auch der neuen Auflage beschieden sein, das Stu- 
dium der Infinitesimalrechnung zu fördern und zu erleichtern! 

Dortmund, im Juni 1905. 

M. Lindow. 
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I. Unbestimmte Integ^rale, 

Kapitel I. 

Integration algebraiselier rationaler Differentialansdrücke. 

§ 1. Grundformeln und allgemeine Begeln. 

1) Ist ^z=:f(x), so definiert man: y = / f(x)dx'. 

Daher kann man aus jeder gegebenen Formel für den Diffe- 
rentialquotienten einer Funktion d«n Wert eines Integrals ab- 
leiten. 

Es sei z. B. y = — r-r a;'»+^ + G. dann ist / ^pa?"" 

^ m+1 dx 



y=j x^dXj also 



vorausgesetzt, daß m von — 1 verschieden ist. Sonst kann m 
irgend einen positiven oder negativen, rationalen oder irrationalen 
Wert annehmen« 

Analog erhält man 

IL J^ = lx+C. 

e/ a^ — x^ 2a a — x ' 

Mit Hilfe dieser Formeln und der folgenden Regeln lassen 
sich alle Integrale rationaler Funktionen ausführen. 

Sohncke's Anfgabensammlang. II. 1 



— 2 - 

2) Es gelten die leicht zu beweisenden Formeln: 
V. f\ft{x)±Ux)]dx=ff,{x)dx±ff,(x)dx. 

TL fjfi^) dx = Ajf{x) dx. 

Aus der Verbindung von V. und VI. folgt: 

TII. f[Af,{x) + SUx)]dx=Aff^{x)dx + Bjux)dx. 

Oft geKBg% ^. htt^h ^die StfbsfcJttrtiön ^itfcr Mtien Veränder- 
lichen das Integral auf eine einfachere Form zu bringen. 

Es sei 

jf ¥'{x)dx=^ j f{(f>{x))äx, iaxm setze man 

i4-=tp(x), woratts dutch AifflBötmg iMtcTi x folgen 

möge 
ic'üs: <jpj ^u), afeo 
dx = ^^' {u) du. Dann ist 

. ftF{x) dx = \f{uy^^' (^) du. 

Vorausgesetzt ist hierbei, daß 9)1 (u) und ^ (x) einwertig und 
derivierbar. s^n. 

Oft kann man auch sofort da; = -t^^ einführen. 

Ein ferneres wichtiges Hilfsmittel ist die partielle Integration. 
Sind u und v Funktionen von x, so gilt die identisdhe Gleichung 

l ' "^ ^ ^ "^ ;r ^' welche, mit *dx mullApHiziert und in*- 

tegriert ergibt: 

I ^ (fa;= f a (wv) = wv = I ^ v'dic "^ 1 '^ ^dx. 

Daher ist 

Till. l-j-vdx = uv — li-udx. 
d dx d dx 

Besteht also der Integrand aus einem Produkt, in dessen 

einem Faktor man den Diflferentiaiquotienten einer Funktion u 

nach X erkennt, während der andere mit v bezeichnet sein mag^ 



so bilde man zunächst u und ,- und setze diese Werte in die 

dx 



oUge Fwnd «an. iDas mnt aocii awsaftilirende Integral 

So 

-^ udx ist oft weniger kompliziert als das zuerst gegebene. 



/ 



§ 2. Integration raitteis Partialbruchzerleguiig, 

Ein Partialbrach ist ein Ij^'acli, dessen ZäMer eine Eonstunte 
und dessen Nenner eine Potenz von der Foun {x — ay* ist, wo m 
eine positive ganze Zahl bedeutet. 

Jede rationale Funktion F{x) ¥on s läfit "sioh m die Form 
eines Quotienten bringen, dessen Dividend und Pivisor ganae, 

Funktionen der Teränderlichen x sind : F(x) = ^-V4 - Ist f (x) 

vom w*«°, q){x) vom fi^ Grade, so heißt die Funktion F(ir), wenn 
mO, eine echt gej^-rochene und wenn m^n, eine unecht ge- 
brochene rationale Funktion. Jede unecht gebrochene rationale 
Funktion kann durch eine geordnete Division in die Summe aus 
einer ganzen Funktion vom (m—t^^ Grade und aus einer echt 
gebrochenen Funktion zerlegt werden. 

Wenn a eine a-fache, b ein /^-lache u. s. f. reelle oder kom- 
plexe Wurzel der Gleichung ^{x)=0 ist, in welcher der Koeffi- 
zient von x^ gleich 1 vorausgesetzt wird, se besteht nach einem 
Fundamentalsatze der Algebra die identische Gleichung 

^{x) = {x ^ay* .{x--by . . . ., 
und die Funktion i^(^) ist in folgender Weise zerlegbar: 

+ u- s. f., 
wo die Größen Äq, A^^, . . . J.a-i, Bq, B^, . . . .Bj_i u. s. f. Kon- 
stante bezeichnen und G (x) eine ganze Funktion von x bedeutet^ 
die sich auf eine Konstante reduzieren oder auch gleich Null sein 
kann. Die Abtrennung von G (x) geschieht, wie bereits erwähnt, 
durdh Division von f{x) durch y>{x), Hiei*bei ist die Division so 
lange fortzusetzen, bis der Grad des Bestes niedriger geworden 

ist, als der Grad des Divisors. ' 

1* 
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1) Kommen iüL q){x) nur einfache Warzelfaktoren vor, ist also 
etwa fp{x)=^{x — ä){x — 6) (x-i-c) ..^ so kann angesetzt werden 



{x — a){x — b) {x — c)... X — a * x — & x — c 

Der Wert der Konstanten A ergibt sich nnn dadurch, daß 
man heide Seiten dieser Gleichung mit (x — a) multipliziert und 
hierauf .a;:=;a setzt £)s ist demnach 

,i_ m ■ ■ ■ 

Auf analoge Weise werden die Zähler der übrigen Partial- 
farüche, -B, C, ,.. erhalten. 

An HU Für manche Fälle der;Änwendung ist die Bemerkung 

von Nutzen, daß man atach* hat A = ;, \ - 

2) Besitzt ^(^k) mehrfache Wurzelfaktoren, ist also etwa 
9)(a;)==r(ic — a)« {x — by ..., so ist folgende Zerlegung möglich: 

(x — ay {x—bf ...~ {x—af "^ (a:— :a)«-i '^'"'^ x—a'^ 

J- ^0 O- -^1- _ O- -L ^^"^ -4- 

-r (^_ j^^ -^ (^^ j)^-i -^ • • • -t- ^ _ j t- 

Zur Ermittelung der Konstanten Aq, A^, . . . Aa-i multipli- 
ziert man beide Seiten dieser Gleichung mit (x—a)" und ent- 
wickelt sowohl den Zähler f(x), als auch die im Nenner übrig 
bleibende Größe {x — by {x — c)y . . . nach steigenden Potenzen 
von (x — a), wobei nur nötig ist, die Entwicklung bis zum Gliede 
(x — a)«-^ fortzusetzen. Durch Division ergibt sich nun eine 

f(x) 
gleichgeordnete Reihe für -. jxß^-r~^ — w Die Identität 

der so erhaltenen Reihe mit der Reihe 

Jlo + A (^ — «) + ••• + ^-1 (^ — «)"~^ +•• . 
bedingt die Gleichheit der Koeffizienten gleich hoher Potenzen 
von (ic — a). Hierdurch sind die Größen Aq, A^^ ... bestimmt. 
Einfacher findet man mitunter die Zähler der Partialbrüche durch 
Aufstellung von Rekursionsformeln, 
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Setzt man 

(a;_*6)U+(a;_j)%-i + • • • ^ + • • • + <'(^)= -^7^' '^0- 

bei xlf{x) eine ganze Punktion von x ist und 0{x) = (« — by 
(« — c)v . .^ -so4aß .9) («) = (« — a)" <?(«), so ist 

g)(a;) (x—a)" "^ <«— a)«-* "^ * ' * "^ («— a) "^ (P(a;) 
/'(a;) =«?(«) (^ + ^ (a;— a) + . . . + ^_i (« - a)«-i) + 

Setzt man x — a, so erhält man : 

i)fia) = A^0(a). 
• Differentiiert man 1, 2 . , . a^— 1 mal nacb :c und setzt jedes» 
mal nach Aosf&hrang der Differentiation o; ^ a, so ergibt sich : 

2)/»(a) = A,*'(a) + ir^<P(a). 
3) /"(a) = ^<P"(a) + 2-1! ^, *'(o) + 2! ^ 0(a), 
■ 4) /»"(«) = io<P'"(o) + 3-1! 4i<P"(a) + 3.2! i,<P'(a)4- 

• • • • •*• • • • •'•.» • •• • • • • 

allgemein 

4-...+(J)i'!^**(«), 

Hierbei ist die Funktion nebst ihren Ableitungen bekannt^ 
sodaß in diesen Gleichungen nnr die Größen A als Unbekannte 
anzusehen sind. Aus 1) findet man J^, aus 2) durch Einsetzen 
des gefundenen Wertes A^ u. s. f. 

Ist ^^ nicht sehr kompliziert, so kann man die Größen 
A auch direkt finden, indem man mit der Gleichung 

^ = A, + A^{x-a) + ..:+A^.,{x-a)-^ + ^{x-aY 
analog wie vorher verfährt ; setzt man '\ \ = ¥(x\ so. ist . : ; 

9\X) 



— • — 

Die Konstant« ^, ^, . . . Bß, C^, C^y . . . etc. werden emf 
anatoge Weise befanden. 

Die komplexen Wnr2eIfaktore& machen Ibeine besondeien Me- 
thoden erförderlich. Ist x = a-{'iß eise. Wurzel der 61d«hnng 
^(x) = 0, so anch x = a — iß. Kommen aiB. in g)(x) die kom- 
plexen Wurzelfaktoren x — (a + /W) nnd x^{a—ßi) mfach vor, 
so werden die entsprechenden P^airtiaTbrüche die Form haben: 

{x—a — ßiy^ "^ (x—a—ßiy^^ -T • • • T ^_^_ßi T 

. ^0 — ^0^' , ^ — Qii Y u Pn^i — Qm-ii 

^ (x—a + ßi)^ "^ (a:_a + /^i)— 1 T • - • f ^_^^ßi 

Wenn sich dann dorch Koefftzienteavergleiehung oder durch 
Rekursion etwa findet 

''^^' p+qi~ p^ + q^ ~P^ + a^'^P^+9^ 
soistP,=^*fandö, = ^?|. 

Wenn sämtliche Wurzelfaktoren vom ^{x) reell sind, so läßt 
sich I ') { dx zurückfahren auf Integrale von der Form 

. f^dx=-^.ci^^+c J, ^. = — -, \^^^ J^C, 



/ 



*^ =r(z-«)+c, 



ic — a 

welche sämtlich nach den Formeln I und n zu behandeln sind. 

Konjugierte komplexe Partialbrftche, deren Nenner vom ersten 

Grade sind, werden vor der iBtegration vereinigt Dadurch gelangt 

nuu^za Integralen von dev Form /-l|(?^)^^J. dir. «af 

welche nach einiger Umformung die Formeln 11 nnd ni anwend- 
bar shid. Es ist Hämlieh 

2V{x—a) — 2ßQ , _j> C 2(a:— tt)<fo 



p2P(x-a)-2ßQ _ P 2ix- 



)*+ß- 



7 — 



X — a 



Konjugierte komplexe Partialbrüclie dagegen , deren Nenner 
von höbÄcQxa aUb dem «cstiBn Qxade miXy ymi^n ziierst; nach 
Begel I integriert und deren Inte^ale dann erst vereiiiigl 

Anm. Ea \sk gleifib^ltig^ Qb dÄQ AbtrewiPf^^ d^ ganzen 
Funktion G{x) vor oder nach der Bestimmung der Zähler der 
Partialbrttcbe vorgenommen wd. , \ : 



§ S. Elementare Beispiele. 

V^rb^mietkumg. Iii sämtUdiiem Aiifg«d!!ei^ ttb^ u«^ 
Integrale ist im Resultate die Integrationskonstante entweder ganz 
weggelassen oder da, wo es zweckmäßig schien, ein bestimmter 
T^ derselben «lit ^ das ßesultat hiLn«JÜQgezog>en wordw. 

1) ^X'dx = ^x\ 2) fx^.dx = ^x\ 

3) f^-ä. = ^^.^K 4) f$ = -^- 

^^) /;i^ = I Z(n^ + «). 7a) / j^^ = arctang ». 
„., f d» 1 ^ 6 

8) J^y«« . ito ^ f y^. 9) J'5fS«^.*c = 3.f^ 

/'3dr 1 /* 1 ,_ 

.12) • r(& — 3a{-hSa»+'i»*)..Ä«-.te^i«*^;.^-fJ**. 
19N r/ 2 2,6 8\ , 2,1 2 .2 



8 — 



*) /(|-i^ + |-* + 7-*)^'^ = -Ä- + ^ + 3te-^ 



1 

X 



ix + «'. 



3»« 4- 2 



dx={^x*+6).fx. 



6) r(2 4-fei;)'-<fe = 4a; + 10*«+V«' = -i^(2 + 6a;)'.*) 

7) f (2a; + 3a;*)« . efar = 2«* -f V«' + 9«* + V«' 

8) /*(!— 3a; + 2a;«)«.(ia; = x — 3«*+ V«' — 3«* + *«*. 

9) ra;*(3 + 4f«*)».<fa; = 9«« + V^a;«}^* + *^x^^x-\- V«*. 

20) fr;« . (y«^2f^«.dir = -,<V*'f^— 2a;«4-H«'f'« — 

— Va;*fi. 

21) r(2f«'+^ — 9a;)«.<fo; = 27a;»— Va;*f«* + 12a;»+V«f5'. 

22) jf — • ( 6f «» + 3 /« + ^)'. d» = 



V_a; 

X 

108 
5 



=i^.?jf+ 



432 

17 



, 1t/-: ,04 •/— , 144 1 

a; + y«» + -^ a; ya; + -y- a; 



54 

7 



F' + 18f?-|. 

yar 



23) rf^.(/«+l).(2-y«)"V(ij;=ffa;fi»— Ha;»fa;» + 

4-T^a;«f«. 

24) /'(y«»— 2f^».(y^»+4f«^.da; = a;«. ^a;«}^« — 

23^^"^ 3" 

25) r4a;'(12 — a;«)(6 — |a;«)«.d« = (6a;» — -Ja;»)*. 

A n 1.: 4a:' (12 — a:») (6 — ^ a;»)« = 4 (12a; — a;«( (6a;» — \ x»)«, 
6a;* — {x^ = z usw. 



*) 8. die Vorbemerlniiig. 



- 9 — 



26 



27 



§ 4. Beispiele für Integration dnrch Partialbrüch& 



6 



8 



9 






4 + 2« 

bx 
2 + 3S 



dx = \.l{'^-\-2x). 



f 



X' 



(3 + x)^ 



.dx = \x^ — 2x* + V«' — 108a; + 405Z (3 + «) + 



+ 



243 

3 + « 



/dX 17 * 

2x — dx^ ~* 2^^V 

«« — 4a;» — ftr + 20 






x^ 



2a;)» 

8^2 



. <ic = — 



• da; ^ 



8(a; — 2)» , 
l + 3a; — 3a;« 



— mx—2). 



2a;-}- 1)« 3(a;-l)» 

Durch Zerlegning in Partialbrfiche erhält man- nämlich 



a;« — 2 



(x*-^2x-\-iy 

a;' — 4a;* -\- 1 



S + 



+ 



• dx = — 



(x — 1)* ^ (a; — 1)» "^ (a; — 1)» 
29 — 30a; -f- 6a;« 



3(a; — 2) 



+ l(x — 2). 



. / » a;» — 4a;* H 
J (^ - 2)* 

/-in^--'^==f2.»-hia;*-hH-+^]--(rq^ 

J(2x 



+ VjK1 + 2x). 



a;'<ir 



+ 3a;*)* 
1 



137 ,231 ,423 , , 729 g , 243 ^ 
3(;3a; + 2)» [lÖ + l6 "^ + 16 "" +32'' ^""^^ 



32 



+ 



■hi,i " 



64 3a;-}- 2 



10) / 



- 10 — 



dx = 



x' (3 + ar)« 

^ [— 162 + 162«— 180«« -f 64&F«— 1390«*— 



243ar» {2x + 3) 



-293&rT + igz?^3. 



^^^ /^?^5^^^-d*=4i(a; + l) + 3?(x-2)+2?(x^l) = 

= l[{x + ly . (a; — 2)». (a; — 1)«]. 
1-iN /* bx* — lax + IIa* , .,, . 

— 17Z(a; — 2a) + V?(a; — 3a). 

1^) j «*-lr« -^^ 25«« +WM~i~r 

16) r « ■ ^'"^ot — ^i-^ •<iP=Err^^ + 4*^(^ + 2) + 
J «* + «* — 8* — 12 5(«-|-2) ' " ^ ' '^ 

4-4tK«-3)v 

17^ r a;«4-l , _ X , , (« — 1)« 

^'^ J«* — 3«»4-3«« — « (« — 1)«"^ « 

+ Ä^* + 1). 

/ » 5 — 3« + 6««+5«*— «« ^ _ 2«« + 7« — 3 
^ J«»— «* — 2aJ«+2«*+« — 1 2(«»— «*~«4-i)'^ 

-J-Z *~^ 
+ '*(M^1)» 

^^^ J ««^;7«*^¥m^«« ■ ^ ~ "2«« "~ ¥ + 2(r^) "^ ^ *^ ~ 

. --i?(i-«>-.tr(i+«). 

21) /-^y^i$-^-*^=-^($Tf3+A^l + TVarctang«. 



— 11 — 



22) /p.!y^*«'--|^ri^ + i^^*-2^ + 2) + 

+ 5 arctang {x — 1). 

'„. C 6a;» — 27a:» + 55a; — 41 ^ _ a; — 1 

^"^^ J (a;« — 4a;-f5)* *^~ (x_2)» + i + 

+ 1 Z (a;« — 4« + 5) + 2 arettBg ^ — 2). 
4-1)« "^^i + a;« 



^) /a;«-5a;« + 12a;-60 -^ = ^^^-^^-^ 



,42 . a; 

4 7= • arctang 



371/3 2y3 

26) J'-^^.<fe: = -^ + l + i2(a;» + l) + arctang a;. 

27) f^f "^Q^ • <to = tV ^ (^* - 9) + ^=- 1"^^ - 
'' J a;» — 9a; ^'^ ^ SV^ aj + VS 

-4^4-^ -arctang ^ 
1 — 2a;« 



28) /-^ 



a;* 



die = 1? (a; — 1) + mi + a; + a;«) — 



1 ^ 2a;+l 
P= arceotang 



yä * ys 

9ffv r____^_ ■_ 2 — 2a; — 5a;» .^ a;« — 1 . 

■' Jar«4-a;'— a;* — a;»'~ 4a;»(14-a;) "^* a;» + l'^ 

4- ^ ) — |-arctanga;. 



5a;«4-8a; — 20 , _ 83 41 

-4)»(a;» — 4a;4-8) 4(a; — 4)* 4(a;— 4)" 

— H?(« — *) + ii?(a;»— 4a; + 8) — ^ arccotaBg (4 a; — 1). 



„.X p 3a; + 2 , _ a;V4-^4 -3 

Ja;* + 5a;« + 13a;» + 17a; -f^ 12 '. * a;»+'3a; + 4 "*" 



,3 ^ a; + l 13 , ^+3 
4- -7= «MtoBg ^^-?=^^ ' — F= arctang^^^V^ 



— 12 — 

32) I -^j — L— ;-<- 'dx=!= ,= arctang — pL — ^ 

, 1 . 2a;. 

-|- -p= arctang 



ys ° ys 

^ Ja;8 — 2ä;« — a;* — 2a;«+l 4y5 a;2 + a;/5 + l 

, 1 , 2a; + l ,1 . 2a;— 1 

A F=- arctang: — j^=-~ -\ =i |u:Y;tanir — t=—. 

2y3 * y¥ 2yy * /y 

/*•• ____ /i»4 ____ ^2 

Anl.: Es ist x x ¥ 



«» — 2a;» — a;* — 2a;« + 1 

* \ a;* + X« + l"^ a;* — 3a;» + 1 / ~ * a;*+a;« + 1 "^ 

"*"^(a;« + a; — i "^ a;« — a; — l)" 
(Vgl. Aufg. 69.) 

o,^ f a;»(fa; : 

'' J a;« — 2a;» 4- X* + a;« — 2a; + 1 ' 

Anleltang. Der Divisor ist = (a; — l)*(a;* + l) = 

= (a; — l)«(a;» + a;f2"+l)(a:«— a;y2 + l); der Quotient wird 
hiemacli gleich - ■ 

1 .+„_,1 +^-^ ^ 



2(x-l)« ' 2(a;-l)^ 4 a;» + a;y2 + l 

yi+l a; 



• 4 a;» — «yy+l ' 
Nach ausgeführter Integ^ration erhält man als Resultat: 

-2^^)+i?(«-i)+^^^i(«*+«y2'+i)- 

- 5-^ ^ arctang (a;y2 + 1) — ^^^j^l («* — xf^+ 1) — 
■—--^- arctang (a:/2^ 1). 



35) J^^-^ = ia;-Äyi5aictangia;yi. 



— 13 



36) /- 



27a;.* dx 



2 + 3«« 
128a;* 



== |a;* — 2a;» -}- 4a;— ^^ 6 arctang ai/f 



„_, /»128a;* , 3a;' — IIa;» — IIa;» + 3a; , -,1 — a; 



88) /i 



(a;»— 1)' 
9<£r 



5a;« (3 — 2a;«)' 



(a;« — 1)* 



(3 — 2a;«) 



8 



1 + a; 
+ 



I i_^ y3-My2 

eye y3-^a;y2 



«') /: 



3a;« + 4 



12x«(a;«+l) 



8 



' dx = — 



H^»+W^ + ^ 



3a; 



^0) /( 



(a;« + 1)« 
— -^1 arctang a;. 



24a;* oEa; 



a; 



s 



(27 + 8a;») 



8\2 



27 + 8a;» 



-v.^ 



(^ + 4)' 



a;«_|a; + | 



+ 



+ ^y3 - arctang 



4a; — 3 
3y3 



42) / 



3a;« da; 



2 + 5a;« + 3a;* 

dx 1 

'3 + 4a;+^« "" W 



= 3 arctang op — /e^ • arctang x'^ ^. 



arctang 



5a; + 2 

yri 



^3) f^ 



Mx 



= 1 



2x — b 



X 



Ix + 2a;'» 
4*) /54,^^^,3;2 = ^ — ^(5 + 2^ + ^') — f arctang ^^ > 



46) / 



(l + a; + a;^)«~3(l+^ + a;«) 



+ i/(l+a; + a;«)- 

5 ^ 2a; + 1 
TTT^ arctang — H^ - 

3y3 ys 



«>/(iö= 



9a;*dic 



2a; + x^) 



2\s ^ H arctang ^ : 



«> /; 



12 da; 



= Z 



a; 



29a;« + 21a:« + 90a; + 400 

6 (10 — 2a: + a;«)« 

« 2a; + 3 



a; (6 + 7a: + 2a;«) ~ 6 + 7a; + 2a; 



t 



— 11 



2a; + 4 



— 14 — 



«' h 



dx 



— 3 + dx -if llx^ + 16x» 



(l+^ + a;») 



a\s 



6x*{l + x + x^) 



+ 



+ 



X' 



l-\-.x-\-x* ' 3y3 



,, 13 . 2« + l 



tä 



23 



^, ^Sa« — 2a; + 7 , 



3 (« + 2) 



^«/i' 



62) /^ 



«• — 6a;* 4- a» — 9 



+ fKa:-l)H- 

4-V?(* + 2). 

, _ •880a;+^9 . 

+ 14a;« + 73«« + 168a; + 144 (a; + 3)(a; + 4) "^^ 

+ 264 Z (a; + 3) —2681 (x + 4). 
*' + ^+^ dx = ^l {x -\- 4) -{- 



«;« + 2a;« — IIa; — 12 



53) /^^^^^rfi!:-6-*^ = 4?(^-2) + H^(«^' + 3)- 



7V3 



arctaog xfj. 



^*) /f 



a;« + 4a;» + 6a; 



+ 2a;» + 3a;« + 4a; + 2 



a; + l ' ' a;4-l 



55) J 24a;»"— 10a;* 



x» — 114a;« — 68a; + 68 



+ 35a;» — 14a;« — -263; + 12 



+ 1 ' »• a; + 

, 4/2 . a; 
+ -^3~arctang^-2^- 

- . da; = 



= Z 



j — 2)« f' 



x« + 2 
{3x 



4Mi3 
2a; — 1 



4- f2 arctang 



a; 



1 — a: 



(« « + a; + 1) « ■ '^ ~ a; « + a; + 1 



66) / 

^ J x^ — 5i* 



i2 



2 



X 



_ 3^* — 5x»_ , _ 74 - 20:r^ , 

+ äc« — 40:r-^ 4- I6:r — 80 29 (a:*^ + 4) "'^ 



+ H* arctang ^ + |H1 / (^^ + 4) + ViV ? (^ - 5). 



— 15 — 



58) 



^ =Xi 



(« + «■) 



a 



a^3 



«8 _^ a;« ~ 6a» ' a* — «a; + a« ^ a^)^***^*"* 2« —a; 



(a+^)* 



6a* a^ — ax-\'X 



2 



.11. 2x — « , ^\ .. 



59) 



xAr 






(a-^x) 



, 1 . 4s 



= - 6ä ^ ^eilF^ + ^^ (arctairg -^ + -6 p) 



60) 



61) 



/'dx 



, a* + a^y2+a;* 



4a»yy L a* — aa;f2+a;« 



+ 2 • arctang —^ ' 



a^ — x 



2 



^2) /-S^ = 2H^*^^^f 



63) 



/^ 



x^dx 



* + «* 4ay2 



? 



o'' + axf2 -\- x^ 

axf2-\rx^ 






) + 



. „ axf2 

-\- 2 arctang — ä-^ — 



a' — X 



3 



64) 



65) 



66) 



67) 



68) 



/■^r^-'^=i3-[^.(|^) + 2arctangf 
J o* — «* ' 4a 



Z I "*" ) — 2 arctang - 

\x — a] a 



fa* — x^ . da; = — i- ? (a* — z*). 



*) S. -die Vorbemerkung. 



h 



— 16 — 

69) In dieser und den folgenden drei Nummern soll folgende 
abkürzende Bezeichnung gelten: 

i?(o« — 2aa;cosi « + «*) = P«; arctang '^ ~^^^„ " =Q,>; 

^7 (o« + 2aa; cos I »»; + «'') = Pi ; arctang ^ asintn " ^ ^^' 
Dann wird 

"SSqi^ = 5^4 • [i ^(«H- «) — -Po COS^Tr + P, cos|«:4- 

+ ^0 sin i« + Ci sin |7r]. 

'^^^ /^^ = Js-[-i^(^ + »)--PoCOS|« + P,COSi7r + 

+ öo sin I »f — ^1 sin t TT]. 

'^l) /-S?^ = £-.»^(^ + «) + ^oCoslrt-P,cosi^ + 

+ ^0 sin f « — Qi sin i TT]. 

"^2) /^-^ = £[-V^(^+.«)--PoCOsi7r-P,cos|« + 

+ ^oSin|7r + giSin|7r]. 

74) In dieser und der folgenden Formel soll folgende Bezeich- 
nnngSgelten : 

^llx^ — 2xcos ^*i^7r + lj = P*; 

2Ä+1 
X — cos — .7t 

arctang r^^r^ =«*• 

Sin — — 7t 
n 

Dann wird, wenn n gerade ist 

2 



'^> /ä' 



I i-,— :i- = >i Pt • COS — — n + 



2 



, 2 XJ .^ . 2Ä4-1 

1 = 



— 17 — 



/ 



*=s 



n—2 






— I2r, 



*=0 



* cos - '--(m + l)7r + 



*= 



fi— 2 
2 



+ -^ ö* sm J^ (m+l)7r. 



*=0 



w 



75) und wenn n ungerade ist 



/lT^=l '(! + -) 



*= 



2 



«—3 
2 



J>. Pk • cos - --' - TT + 



*= 



n-3 



+ 12«- 



*=0 



. 2Ä:+1 
Sin - - 7t: 
n ' 



/ 



oö^dx 



(-l)-M(l + a;)- 



irr: 



n-8 
2 



n 



AsrO 



2it + l 
n 



2 P* cos "'" J- " (m + 1) TT + 



itsr 



n-3 



+ ^ ^ ^* sin -J- (m4-l)7r. 



w 



*=0 



w 



76) Wenn die Bezeichnung gilt: 



i? 



arctang 



Sohncke's Aufgabensammlang. II. 



■ 


2Ä 


" 


a:2- 


— 2x cos 


n-\-\ 


- 


2i- 


- 


X 


— cos TT 






: 2Ä 


-Q,: 




sm TT 






w 





= Pr, 



2 



— 18 — 
dann wird für ein gerades n 



2 



I ^ - = l^ > Pa . cos - /r + 

Jl — o:" n 1 — X n -^ n 



2 



2 X? /. • 2Ä^ 
> Qk • sm TT. 






n-2 
*= 2 



2 ^^ ^ 2fc 



^ P* cos (m + 1) TT + 



' 2 

2 ^^ ^ . 2Ä 



+ ^ Qk sin (w + 1 ) 7t. 



77) Um das Integral für ein ungerades n zu erhalten, braucht 
man nur in Nr. 75 das x mit — o; zu vertauschen. 

78) Das allgemeinere Integral 

i7 h 

a 



\~frT — ^ läßt sich durch die Substitution :r=y|/ 



auf die obigen Formeln reduzieren. Es ist 

m — n-f-l 



/x'^dx 6 '* /* 

b + ax" ~ "»+^ J 1 






§ 5. Substitution einer neuen Variabelii. 



^P- 



3x^ 

+ x' 



1) /«3 I ^3 ' dx = l(a^ -]- x% Man setze x^ = z. 



Subst. : a^ -\-hx-\- cx^ = z. 



— 19 — 
o^ /* 2nx~4px^ , 

= J \ ■ 

Subst: m — nx^-\-px^ = ^, ' ^ 

Subst: 10x-{'X^ = ^, 

/7x 
4 + 5^2- ■ rf^ = t't, ? (4 + 5^^). 

Subst.: 4 + 5«* = ^. 

J (2 -\- sxy- "^ - - TJßTs^r ' 

Setzen wir 2 + 3a;2 = ^, also 6xdx = d2, so wird: 

7) /'__l±iO^_ rf _ 1 

Subst. : 4 + Sa; +.5a;'' = ^. 

Q\ C^ ^ _ r <fe . a;-3 

^ e/l3 — 6^ + a;*— J4 — (a; — 3f = *»''<5**'i& 2 ' 
Subst. : X — 3 ^ ^. 

9) T— ,-j^ ^r ^ -.7^-1 

J —o + 6x — x^ J 4-\-(x — 3)^~'^^b-x' 
Subst. : a; — 3^ ja. 

10) ^ '^ 



f dx 2 . 2a: +1 



Subst.: x-{- =^, 



11) r dx ^ 1 y5_i4.2.r 



1/5 1/5 + 1 — 2^ 



Subst. : j; — ^ ^^ 

2 



9^2 _ 6^ _^ 2 = arctang (3^ - 1). 
Subst. : ^x — l=z. 



2* 



20 



13) /^-.(ö^ä,)« ■dx={- 1 +12| _ ^^_^j, |6 _6xy 



5 
[Man setze 6 gleich einer neuen Veränderlichen.] 



"' /( 



llx'dx ll(a;«-i) 



(15 — 9a;«)» 162 (5 — dx^y 

Die Lösung dieser Aufgabe wird leicht erreicht durch die 
Substitution x^ = ji. 



'« / 



dx . j X 



2 



X-\- X^ a l-\- X^ 

Subst.: x^ = ai. 



1(K\ C - ¥^ - 

^ Jx^ix^ — b)" ~ 



4 6 , ^ j 14 ^ 
ö^'' 3 "^75* 125 "^ "*" 



+ 625 "^^ 



1 4 ^1 x^ 



Subst: x^=:s. 



(a;«— 5)* 3125 \x 



W« — 5/ 



Subst.: iC^^jsr. 

^^' J "(5^^^ * "" 5 (5 — fx^y 
Subst: x^ = z. 



15da; „ ,5 4-3a!« 5 + 6«» 



(5 + är»)« "~ ^if ' a:» 5a;8 (6 + 3a;«) 

Subst.: a;» = ^;. 



^)/Ä=t'S± 



a«fo; , , a;* -|- 2 

2 
Subst. : x^ ^z. 



21) 



/» a;»da; a;» x^ 2 x^i 5 

j 2 + 5a;^ " 30 - 2-5 + 26yiÖ*'' ^^ V 2 



Subst.: x^=^z. 



22) 



J (1 + ^*")* • <*^ - - -^{^^-x') +yi{i+x). 



Subst.: a;*^^r. 



21 — 



'^ -* J ix + 3«» — ■^ ■ 7 +1 



7 4- 3a;* 
Subst: x*^e. 



P 20dx^ -10 Z ^* _ 5^(1-2^^) 
^ Jx^(l — x*y~^l — x* a;*(l— V) 



Subst: a;* = Är. 



Subst. : a;' ^ ^f. 

^^^ J« (3 + 5««) ^ "^ ^ 3 -f 5a;« ■ 
Subst.: x'^:=g. 

P_12dx _ 1 _,, _^« 
'' J a;'(a;'« -2) ~ a;« * a;« — 2 ' 
Subst.: x'^ = e. 

P x»dx _ a;«-2 

^^'' J (1 _ a;« + a;*)* "~ 6(x* — a;« + l) """ 



, 1 ^ 2a;2 — 1 

+ , arctans: , 

3y3 ys 



Subst. : x^ = e. 

x^dx . , a;* — 9 

x» — l 
Subst.: x^^z. 
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Kapitel II. 

Beknrsionsformelii. 

§ 6. Anwendung der Rekursionsformeln. 

Bei Integralen von der Form /(/*(^)) (y(^)) ^^ wird die 

Ausführung oft wesentlich vereinfacht, wenn es gelingt, sie auf 
solche von ähnlicher Form, die aber leichter zu berechnen sind, 
zurückzuführen. Dies leisten die Eekursionsformeln. Ist m oder 
n eine größere positive Zahl, so wird man Integrale zu erhalten 
wünschen, die anstatt derselben eine kleinere Zahl enthalten, ist 
eine dieser Größen negativ, so wird man im allgemeinen sie 
näher an zu bringen, also zu vergrößern streben. Dadurch be- 
stimmt sich die Anwendung der nachfolgenden Formeln, die 
übrigens mit gewissen, am betreffenden Orte angegebenen Aus- 
nahmen für alle reellen Werte der Parameter gelten. Da diese 
auch gebrochen sein können, so werden die nachstehenden Formeln 
für Integrale irrationaler Differentialausdrücke von großer Wichtig- 
keit sein. 



§ 7. Eekursionsformeln für Integrale von der 

Form / {ax-{-hY {a'x + 6')" ^^• 

1) \ {ax-\- lY (a'x + 60" äx=^ / / ^- , J, / — 

[m -{-n-\-l)a' J ^ ^ ^ 



23 



2) 



3) 



4) 



Anl.: Es ist 



d 
dx 



+ 



{ax + ly {a*x + hy 

= a'p (ax + ft)p-i ia*x + 6')* + a'g (ow: + ft)^ (a'a; + hy-^ = 

= o^) (öw; -f &)^i ia!x -f ft')'"^ («'^ + ^0 + 
+ a'g' (öw; + hy {a*x + &')'-i = 

+ a*g[ {ax + &)p {a'x + ft')''"^ = 

= (a'g + a'p) (oz; + 6)^ {a'x + 6')*"^ "h 

+ {ab* — a*b)p {ax + hy-^ {a!x + ft')*"^. 

Demnach wird, wenn man mit dx multipliziert und integriert 

\{ax -{-hy ia'x -[-hy-^ dx = ^ - ' --;— \ ,- ^ — 
J 0^(^ + 9^) 

Für ^ = m, g — l=w folgt hieraus die gesuchte Formel. 

[m-\-\)(ao* — a*o) J^ ^ ^ ^ 

Anl.: Diese Formel entsteht leicht durch Umkehrung der 
vorigen. 

/ 



{a'x-{-by ^ __ (a'ic + ft')'^^ 



{m~l){ab' 



n — 2)a' p {a*x + bydx 
-a'b)J {ax'+bf"-^ 



I 



dx 



{ax-\-b)"'{a*x-\-by 



{m — 1) {ab* — a*b) {ax +^6/""^ {a*x + by-^ 

(m + n — 2) a' f" dx 

~ {m — 1) {ab* — a*b) J (aa; + b)'^-^{a*x + 67» 

Anl.: Formel 3) und 4) entstehen aus 2), indem man m 
(und n) durch — m (und — n) ersetzt. 
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ria'x + b-Y, _ (a'x +_&')»_ 

'' J (ax + b)'' a (w — "l)'(aa; + i)"^! "'' 

"•" a (m — i)"J (oa; + 6)""-» 

Aul.: Man inte^iere den links stehenden Ausdruck par- 
tiell, indem man beachte, daß 

±^^ = ^-i 1--- \. 

(ew; + &)"* dir \ a{m — 1) {ax + &)"'~V 

Da sich durch diese Fonnel beide Indices in gewünschter 
Weise ändern, so ist ihre Anwendung vorteilhaft. 

Sind m und n ganze Zahlen, so kommt man bei fort- 
gesetzter Anwendung dieser Formeln schließlich auf eins 
der Integrale 

a) C (ax + 6) {a^x + h')dx = ^^g^' + ^"^^ ^ "*'*) x^ + Wx. . 



a*x + b* a' , (oft' — a*) Z (oa; + 6) 

-j- dx = X -\-^ 2 



. f" dx _ 1 7/ o^ + ft \ 

^-^ J (aa; + 6)~(a'a; + J') ~" (oi' — a'J) \ a'a; + 6' / ' 

Formel 1) verliert ihre Gültigkeit, wenn m = — (w + 1) oder 
a' = wird. Im letzteren Fall ist das Integral sofort direkt aus- 
zuführen ; ist m = — (w + 1) so benutze man die Formel 

- a' (r+ 1) /(^ + *)'""' ^^'"^ + *')""' ^^- 

Formel 2) versagt, wenn aV = a'6 oder wenn m = — 1 ist. 
Im ersteren Fall ist a:a* =^b: b', also hat das Integral die Form 

cj(ax-\- 6)"»+'» dx, ist also sofort auszuführen. Ist m = — 1, so er- 
niedrige oder erhöhe man den Grad von n zweckmäßig, wodurch 
man, wenn n ganzzahlig ist, schließlich auf eines der Integrale 
b) und c) kommt. 



_J_ » 

^^ ^ /-r _L 9\i (v _L Q^2 (^ j_ o^ /^ _L a^2 
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Beispiele. 

1 

(x + 2)« \x + 3)* (^ + 2) (a; +3)^ 

_ 42 ^ 252 i9ßn7/« + 2\ 

(^ + 2) (H^ "^ a; + 3 ~ ^^^ ' \^+3 !* 

f {2x + Sl_ __ {2x + S)»* _ 5 (2a; + 3)* _ 
^> J (x-\-iy "*^~ 3(a; + l)» S{x + iy 

Analog lassen sich die Aufgaben 1, 2, 5 u. a. in § 4 be- 
handeln. 



§ 8. Rekursionsformeln für Integrale von der Form 
x^ (a -\- bx^^p dx. (Binomische Integrale.) 



J ^ ^ m + 1 

AnL: Man wende die partielle Integration an. 

2) I 5;''» (a + 6^)p da; = — , ; ^-rv-- — 
' J *^ (^ + 1) 

AnL: Man kehre die vorige Formel um. 

3) \ x"^ (a-\-hx''ydx= ~, , > — '-, ./-, — 
J ^ ' ^ (m -|- w^ -}- 1) 6. 

(m + np + 1) 6 J ^ "^ ^ 

Anl.: Man bilde den Differentialquotienten von 

^m-n-[.\ ^^ _|_ j/p»)p+i und ersetze darin (a + bx")p+'^ durch 

(a + ft^'*)^ (a + &;2::"). Darauf fasse man entsprechende 
Glieder zusammen, multipliziere mit dx und integriere. 
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Anl.: Man kehre Formel 3) um. 

5) I ^"^ (a 4- &^«)P dx= -T^ ^ , :/ + 
^J^' ^ m + wp-f-1' 

^ m-\-np-\-l J ^ ' ^ 

Anl.: Man differentiiere x'^-^^ {a '\-'bx^y nach x und ersetze 
darin 6a;"+"* durch x'^ (a -{- hx"") — oa;"*. 

6) {x'^iaA- hx^y dx = — - ^-7-^, vv- + 

_^rn + np + nj-l ßm ^^ _^ j,^r.y+i ^x. 
(xn{p-\-l) J 

Anl.: Die Formel entsteht durch Umkehrung der vorher- 
gehenden. 

Mit Hilfe dieser Gruppe lassen sich § 4, Aufgabe 1, 2, 5, 
7, 8, 9 etc. sowie § 5, Aufgabe 5, 6, 13, 16 etc. behandeln. 

Es empfiehlt sich zur Übung, negative m oder n als solche 

/dx 
X'*' (a-\-bx'')P^ 

/(« + &%' / ^" +j!f"^'' "^^ hinzuschreiben. (Vgl. § 7, 3) u. 4).) 

Die Formeln gelten nicht mehr, wenn die Nenner ver- 
schwinden. Die Fälle a^O (4) u. 6)), 6 = (2) u. 3)), n = 
(2) u. c)) stellen elementare Aufgaben dar. Ist m = — 1 oder 
p = — 1 (1), 2), 4), 6)) so muß man bezüglich p oder m passend 
verändern. 

Ist m = — (np + 1) (3) u. 5) ) , so nehme man die andern 
Formeln zu Hilfe. 
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§ 9. Rekursionsformeln für Integrale von der Form 






+ 2(f+l)a- /(«• + «*)'^'fc 



Anl.: 



d 
dx 



X (a* + xy 



= (a^ + «* + 2qx^) (a* + ««)«-! = 

= / a« + a;« + 2q (x^ + o* — a«) ) (a« + a;«)«-i = 

= (1 + 2^) (a* + xy — 2a\ (a* + xy-\ 
Durch Integration entsteht 

X (o« + x^ = (1 + 2g) Aa« + ic^)« <ir — 2a\ Ao« + a;«)«-i dx. 
Setzt man g — 1 = i») so folgt die gesuchte Formel. 

2) /(«^ + .y d. = - (f +2;^)^ + ^% /(«^ + -r- d- 

Anl.: Man setze in der vorigen Entwicklung q=p. 



+ c 



2i) + 3 



20 + 



Anl.: Man vgl. Anl. zu 1. 

4) /(«^— ^)^^='Y+2r+ 1+i f(-'—y-'^- 

Die Fälle ^ = — 1 und p = — ^, bei denen diese Formeln 
versagen, sind direkt zu berechnen. 

Beispiele. 
1) / (^^ d: ^^y ^j wenn p eine positive ganze Zahl ist. 
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Lös. j{a^±xydx = 



X 

2p + 1 



(a« + xy + 



2a«p (a«^+ x^^ 4a*2» (p — IM«* + ^*)'^* , 
"•" '(2i? — 1) "^ ■ (2i> — l)(2i»-3r "•" 

, 8a> (p — 1) (p — 2)(a' + a;'')''-« 
+ ■ (2p - 1) (2p -3H2|> _ 5)" "" + • • • 



+ ...+ 



(2a«)pp {'p — 1) .... 1 
(2i>— l)(2p— 3)....l 



2) 






dx 



, wenn p eine positive ganze Zahl ist. 



(o« + xy 

dx 1 X 

-{a'^J^xy ~ (p — l)(2a«) ■' (a« + a;y 

2p — 3 X 



-1 + 



+ 



(p — 1) (p — 2) (2a«) * (a« + a;«)' 



-^ + 



_ (21, - 3) (2p - 5) X 

(l? — 1) (^ — 2) (p — 3)"(2o)'' ■ (o« + ä'')''-« "•"••• 



+ ...+ 



(2p — 3) (2p — 5). ..5-3 



X 



(p — l)(p — 2)...2-l-(2a2)''-i a*+x 



i 



+ 



+ .„ ^'^- '^ %- 2 V ±i_, • ^- arctang ^ 



3) 



(p — 1) (p — 2) ... 2- 1 (2a«)P-i a 



1.2 2\p (unter derselben Voraussetzung). 



a 



i(« 



(ir 



X 



*^a;2)p (p — l)(2a«) (a'' — a;«)?- 
(2p — 3) x 



.1 + 



"*" (p — 1) (p - 2) (2a2)2 ■ («2 — a;2)P-2 + 

(2p-3)(2p — 5) a; 

"^ (p — 1) (p — 2) (p ~ 3) (2ay ' {a'^—xy-^ ^ * * " 



+ ••.+ 



(2p — 3) (2p — 5)... 5. 3 



X 



+ 



(p — 1) (p — 2) ... 1 (2a2)i'-» a* — a;« 
(2p — 3) (2p — 5) ... 1 



+ 



(p — l)(p — 2)...2.1.(2a)p 



\a — xj 



29 — 



§ 10. Bekarsionsformeln für Integrale ron derForm 

j (a -\- 2bx -{- cx^y dx. 

1) /*(« _|_ 2bx + cxy dx = j^"t--*v (« + 26« + cxy + 



+ 



c {2p + 1) 
2i) (oc— 6«) 



2) f{a -\-2bx-\- ex^y dx = 



c {2p + 1) 



/(« + 



2bx + ca:^)'^^ die. 



:{cx+b) 



+ —. 



2ip + l){ac-b') 



(a + 2bx + c:z;2)H-i + 



ZTpy- A» + 26ä: + Äz;2)p+i (fo. 



. 2(i> + l)(ac 

Die Formeln 1) versagt fär p = — ^, wo ein elementares 
Integral auftritt, ebenso in 2) für p = — 1. Ist in 2) ac — b^ =0, 
so ist a 4- 2&ri; -|- cx^ ein Quadrat, so daß auch hier eine einfache 
Ausfuhrung möglich ist. 

Beispiele. 

1) J{a + ßx){x^^2ax + bydx = ^^^"^^^p^'^' ^- 

{x^-{-2ax-\-by ^ -ß^Zi*^ ix*+2ax-{-by-^ + 



+ 



{a-aß){x-{-ä) 
2p-\-l 



+ 



+ 



+ 



2p{2p-2){b-a^y 



{2p-l){2p-S) 
2p {2p~2) {2p— i) {b —ay 

{2p-l){2p-i){2p-ö) 
2p{2p-2)....2{b—<iy 



(a;«+2aa:+6)''-2 + 



(a:*+2aa;+6)P-8 + ... 



{2p—l){2p-S)....l 

wobei p ganzzahlig und positiv vorausgesetzt ist. 

Man hat zunächst, wenn «* + 2ax -\-b = X gesetzt wird 

t{a ■^ßx)XPdx=^ r {2x + 2a) X? dx +(« — aß) Cx" dx. 

Auf, das zweite Integral wendet man die Rekursions- 
formel 1) an, das erste läßt sich leicht ausführen. 
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2) Wenn 6 > a« ist, wird] 

p (a -\- ßx) . dx _ a — ßd x + a 

+ i /S • Z (a;« 4- 2aa; 4- 6). 

Unter derselben Voraussetzung, daß ft >■ a* ist, wird für jedes 
ganzzahlige p, welches größer als 1 ist: 

{a -\- ßx) . dx _ _ ß 1 

(a;2 4- 2ax + b)'>~~~2p — 2' {x^ -\-2ax-\- b)P- 

—1 I 



3) 



/ 



,-.+ 



-\~{a-ß(i){x-{-ä)-- 



{2p — 2) (b - a^) (a;2 + 2ax + b)P- 
(2i)-3) 1 

"^ {2p— 2) {2p-A) {b-aY {x'^+'iax+by"- 



+ 
+ 
+ 



(2p-3) (21,-5) _ 1 

{2p-2) {2p-i) {2p-&) {b-ay ' (x'' -\-2ax-\-b)'^^^ 

+ 

(2p— 3) (2p-5). . . . 3 1 

(2p— 2) (2^-4) . . . ; 2 . (b—ay-i ' x^-\-2ax-\-b 



+ 



+ 



2p—3){2p—6)....B-l 



{a—ßa) 



{2p - 2) (2p-4) (2p~6) 2 (b-a^)P-:^b- «2 * 



arctang 



a;-|-<f 
ib^'' 



i) Nach der in der vorhergehenden Aufgabe angegebenen 
Formel berechne man die vier folgenden Integrale: 

/dx _ 2a; — 1 

{x^~x-\- ly ~ 3 {x^~ 



,4 ^ 2a:— 1 

, ..+ arctang , 

^ + 1) 3y 3 y 3 



5) 



/a; • dx 
{x^ + x-{- ly 



2a;» + 3a;2 -f 4a; + 3 

* (a:2 -t- a: + 1)« 



2 . 2a; + 1 

— , arctang 

3y3 y3 



6) 



7) 



(a; + 2) • da; 
2 -|_ X +"!)* 



a; ,2 , 2a; + 1 

-. r--. + , arctang -, 

+ .f + l^y3 y3 



P{x 
J{x' 

J (a;'^ + a; 

, 7 2a;+l , „ (a;'' + a; + l) 

+ . arctang "^ — arctang a; — ^ r ^2_|_^^ • 



(a; + 1) • «^ 



_ 4a;» + Sa;" + 2^— 3 , 
+ lY . (a;2 + 1) ^ * (a;^ +"a; + 1)* "*" 
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Anl.: Da 



(x« + a;'-f i)» (a;« + 1) 
^ x + 2 



X 



X 



+ 



x—l 



/ 



ist, so können bei der Integration die Resultate der Auf- 
gaben 5) und 6) benutzt werden. 

8) Wenn b kleiner ist als a^, so wird 

{a-^ßx)dx a — ßa jX'-\-a — ^ a^ — b. 

x^ + 2äa;" + 6 — 2ia^ — b a; + a + V a^ — 6 "^ 

l^^ßl{x^J^2ax-{-bl 

9) Bei derselben Bedingung b<^a^ erhält man für jedes ganz- 
zahlige 2?, welches größer als 1 ist, folgende Reduktions- 
formel : 

/{a-\-ßx) ' dx __ ß ■ \. _ 

(x^ -\- 2ax -^b)p '~'~2p — 2' (x^^ + 2aa:-\-b)p-^ ~~ 



{2p - 2) (a^—b) ' (x^-^2ax-^b)p-^ 

2j9— 3 1 

(2p—2)\2p—i){a^—by ' (x^^2ax^b)p-^ 

(2p— 3) (229-5) 1 



— {a'ßa)(x-\-a) 



+ r. 



-3 



+ 



(2p-2) (2j)-4) (2p-6) (a^-b) » (a;2+2aa;+&) p 



(_l)P-2(2p_3)(2p_5)...3 1 

(2p— 2) (2p— 4)....2 • (a-—b) r-^ ' x^^2ax-^b 



+ 



(_l)P-i (2ij— 3) (2p - 5)....3 • 1 



a - ßa 



■ l 



x-\-a — '^a^ — h 



10) 



11) 



12) 



13) 



(2p— 2) (2p— 4) (2p— 6)...2 2(a^ - b)P-'^)a^—b x-{^-\-)a"-—h 
(Vgl. die Anleitung zu Aufg. 3.) 

dx _ 1 a; + 2 — y2 
a;2 + 4ic + 2 ~2y2 ' a; + 2 + y2' 
x • dx 

+ 4a; + 2 ~ 



/ 

J X' 

! 



1 ,a; + 2 — y2 , ,,. ^ , . 

■ l -- ', -+- \l {x^ -\- ix 

y2 x-\-2-\-] 2 - 



2). 



dx , , ic-f- 1 

-\-bx-\-^ * x-|-4 



[x — 1) (fe 

{x' + 5a; + 4)2 



x'^ -\-bx-\-^ 



^T'a: + 4 



14) / 
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_(x±l)dx _ i^ + l)__ _, (^ + f) 
"(a;« + 5« + 4)* * (a;* + 5« + 4)« * a;« + 5a; + 4 

~^^x + 4' 
^^.' J(a;«4-5a;+4)*~""'(a;« + 5a; + 4)» ^** (a;« -f 5a; + 4)* ^ 

- {x* + 14a;* + 7 8a;* + 221a;» + 335a;» + 254a; + 76) • da: _ 

(a:« + 5a: -f- 4)* ~ 

_ . _^_+8) (31a: -44) (536^_+L«_»i^ ^ 

— ■JT (^2 _|1 5a; ^'4)8 -1-1*7(^2 _|_ 5^^4)2 -TTtT^« _i_ 5a; _|: 4 

19» 7 ^ 1 1^ 

-iWr'^4- 

Anl.: Es ist die zu integrierende Funktion, wenn 

«--|-5a;4-4 = X gesetzt wird, gleich 

X .x-\-l.x — 1 1 

und es können somit bei der Integration die Resultate der Auf- 
gaben 12) — 15) verwendet werden. 



16) / 



§ 11. Rekursionsformeln für Integrale von der 
Form i x"^ {a -\- 2hx -\- cx^y dx. 

1) I x'^ (a 4- 2bx + cx^y dx = }- VcT- 7-^^ — 

J ^ ' ' ^ {m-\-2p-{-l)c 

{m-\-2p-\-l)c J ^ ' ' ^ 

Anl.: Man differentiiere a;'»-^ (a -f- 26^: -f- cic*)p+^ 
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2) I x"^ (a -{- 2bx 4- cx^y dx = ^ / — r-^.-^ — 

J {in-\-l)a 

_2(m+i) + 2)J r^.n+i(a-l-2bx4-cxydx— 

(m + 1) a J ^ ' ' -^ 

Durch sukzessive Anwendung dieser Formeln läßt sich im 

allgemeinen ein Integral von der Form lx+"'{a-\-2bx-^cx^)iiPdx 

auf I {a -\- 2bx -\- cx^)±p dx reduzieren. Der letztere Ausdruck 

wird mit den Formeln der vorigen Gruppe behandelt. 

Abgesehen von dem belanglosen Fall c = versagt Formel 1) 
für m = — (2p + l)- Da in 1) m eine positive Größe ist, die 
erniedrigt werden soll, so muß p negativ sein. Dann ist, wenn 
man p durch — p ersetzt. 



»' /(« 



-{-2bx + cxy c{2p — 2)'{a + 2bx-\-cxy-^ 

c J {a -^'2bx + cxy ^ 

^2p-3 



'^ c j(a 



+ 26a; + ca:2)p-i^- 



Das erste der dabei auftretenden Integrale ist nach 1), das 
zweite wieder nach 3) weiter zu reduzieren. 

Man kommt schließlich zu einem Integrale von der Form 

f' xdx. ^ _ 1 Z' (26 + 2c^) , _ 

J {a -^ 2bx -{- cx^) 2c J {a -^ 2bx + cx^) 



_2b P 

c Ja 



dx 
+ 2bx + cx^ 



x^n-\-i (^ _|. 2bx + cx^ 



4) / ^"» (a + 2bx cx^ dx= . ^ 

t) m-\-l 

r i r^"*"^^ (« + 2ft^ + cx'^y-^ dx — 

m -f- 1 J 

Sohncke's Aufgabensammlung. II. 3 
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Diese durch partielle Integration entstehende Formel ist von 
Nutzen bei negativem m und positiven p. 

Formel 2) und 4) verlieren ihre Gültigkeit für m = — 1. 
Dann tritt ein 

^) } X = - -2p - + 

+ * / (^ + 2o:c -f- cx^y-^ dx-\-a j -^ — ' ' ^ dx, 

welche Formel leicht zu verifizieren ist. 

6) l x"^ (a 4- ^kt^ 4- cx^^y dx = / , ^ — , Lx — 
^ e/ ^ (m-f- 2pn -\-l)c 

(m — n-{-np-\-l)2b P ^ , , _, , . , _ 
{m + 2pn -j-1) c J ^ ' ' ^ 

— ; , o ^ ;, 1 ic"'-^* (a 4- 2bx'' + c^2n)|, ^Ix. 
(m-]-2pn'\- i)c J ^ ' ' ^ 

7) I ;r"»(a4-26;r«4-<^-^ )'^^= / - . ^x - — 
J (m-j-l)« 

(m + n + wp + l)26 Z' _, , , ^vx . c- ^ 

— / , ^. I a;'H-»(a + 26^« + ca;2»JPd:r — 
(m-[-2n-{-2np4-l)c P .^^ ^ ^ c-l . <v.x -, 

(m-\-l)a J ^ ^ ' ^ 



')/ 



Beispiele. 

dz f + l 



ÖÜ- + 



also ist 



(x* + 3a; + 2)* (x« + 3a; + 2)' 

^ ^"^ "*" ^^ (3 (a;* + 3a; + 2)» ~ 3 (a;* + 3a; + 2)* "^ 

Zui" Abkürzung setze man a;* + 3a; + 2^X, 

(^ + 1) (3 (^o _|_ 3^ _^ 2)s ~ 3 (a;* + 3a; + 2)« + 



f 



X5 — X* "T" "^- 
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2 



o 



6 



8 



9 



10 



/xdx 1^ + 1 ^ w 
W ~~X* 2 

l^x'-dx _ jx + i 31 „, 
J X» ~" X* "^14 

^x^dx _ — ^x^-\-ix-\-y 45 



— : V w. 



X» X* 14 



i 

J X* ~ X* "1" 70 

J X» ~ X* 7 

J X» ~ X* +-7 »^• 



a;'<Är Aa;«+x» + ix* -\- 2x^ + 2x^ — 6x — 8 

— — — ^ '- - * ' Y* " 12 >r. 



/x'däc 
X* - 

Px^dx __ a:^+fa;«4-Va:^+Va;*+Va:»+18a;^+16a;+12 
J X» ~ X* + 

+ 16 TT. 

/«c'efo a;* 3 Px^dx ^^ ^x''dx 
'x*~~~8x* — 2 e/ x:»" '^J X* 

Das erste auftretende Integral liefert 9), das zweite wird 
nach oben angegebener Methode entwickelt. 



3* 



Kapitel III. 

Integration algebraischer irrationaler Differentialaasdrücke. 

§ 12. Einfache Integrationsmethoden. 

^ r TT 

1) Wenn eine Funktion F[x,{ax-{-b)"', {a^-\-hy, {ax-{-b)p,...] 

rational aus x und aus gleichen oder verschiedenen gebrochenen 

Potenzen desselben linearen Ausdrucks {ax-\-b) gebildet ist, so 

1 
kann Fdx rational durch die neue Veränderliche t = (ax-\-by^ 

wo r das kleinste gemeinschaftliche Vielfache aller Nenner 
m, n p . . . der Exponenten von {ax -\- b) bedeutet, ausgedrückt 
und demnach nach den in den vorhergehenden Paragraphen an- 
gegebenen Kegeln integriert werden. 

2) Unter den DiiFerentialausdriicken, die Irrationalitäten ent- 
halten und mit elementaren Methoden allgemein integriert werden 
können, sind diejenigen für die Anwendung von der größten 
Wichtigkeit, welche rational aus der unabhängigen Veränderlichen 
und aus Quadratwurzeln aus ganzen Funktionen zweiten Grades 
gebildet sind. 

Es sei, wenn der Kürze wegen ax"^ + 26^ -\-c^=X gesetzt 

wird, wo a, 6, c gegebene konstante Zahlen bedeuten, F {x^ ^ X) 

die zu integrierende Funktion, welche rational aus x und ^X 
zusammengesetzt sein möge. 

Man kann im Falle eines positiven a setzen: 

fä "^ax^ + ^bx+c = iJax'-^bY "+ {äc — b^) = {ax + &) + ^, 
woraus folgt: 

, , ac — b^ — ^^ 



— 37 - 



2z'- 



adx = ^^ dz, 



z = ^a ^ax'^ + 2bx + c — (ax + 6), 
und im Falle eines negativen a: 



Y— a . i ax^ + 2hx-\-c = i¥' — ac — {ax + 6)« = 

= y &^ — ac + (öw: + b) z, 
woraus folgt: 

ax + b = !r— — - - , 

l ^2 

Es läßt sich mittels dieser Substitution das DiflFerential F (x, ]' X) dx 
in bezug auf die neue Veränderliche z rational ausdrücken, und 
es kann hierauf die Integration nach bekannten Regeln ausge- 
führt werden. 

Diese Methode des Rationalmachens, obschon nahe- 
liegend und von großer Allgemeinheit, wird doch nur in den 
wenigsten Fällen Anwendung finden, da sie häufig weitläufige 
Rechnungen erfordert. 



§ 13. Andere Methoden. 

Kürzer führt im allgemeinen die folgende Methode zum Ziel, 

welche darin besteht, f F{x, ^ X) dx soweit umzuformen, daß die 

wirklich auszuführenden Integrationen sich auf die Anwendung 
der Grundformeln I. bis X. beschränken. 

TV (^ du . u . ^ 

IX. f -jz = arc sm + C, 

X. f-r-— — = ? (w + iti^ + «) + C, 
wo a eine positive oder negative beliebige Zahl bedeutet. 



1 
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Die Funktion F wird sich im allgemeinen als Quotient zweier 

Funktionen G (x, y X) und H (x, ] X) darstellen lassen, welche in 

bezug auf a; und ]' X ganze rationale Funktionen sind; ferner 

darf gesetzt werden G=M-i-NiX, H = P + QiX, wo M, K, 
P, Q ia bezug auf x ganze Funktionen sind. Man erhält dem- 
nach die Gleichungen: 

F(x .ix)=^('^^f^^ = ^ + ^^'^ = (^+^^^^(^-^^^^^ 
^'^ ^ H{x,fX) P+QiX ~(P + QiX)(P-Q]X) 

_ MP — NQX-i-JNP — MQ)i X _MP - NQX 
— F^ — Q^X ~ P'^—Q^X "^ 

NP-MQ 

oder in leicht verständlicher Abkürzung 

— T ^ T^ T ^ TiX ' 

wo S, T, ü in bezug auf x ganze Funktionen sind. Die rationale 
Funktion ^ kann nach früheren Regeln integriert werden, und 

das Integi'al des übrig bleibenden irrationalen Teiles i ^ dx 

tj T'\X 

ÜX 

zerfällt, nachdem man die rationale Funktion rp in Partial- 
brüche zerlegt und, wenn möglich, eine in bezug auf x ganze 
Funktion abgetrennt hat, in einzelne Integrale von folgender Form : 



X ~T~ Gi-t X ~T~ ... ~T~ Cvfn -I 

-___-— _- - . dx, 

iax^ + 26a: + c 



^ J {x—k)'^iax^ + 2bx-^c' 

J {a*x^ + 2Vx + c')"* iax^ + 2bx + C ' 

Hierin sind alle vorkommenden Größen reell. 

Um das Integral a) zu bestimmen, bedient man sich der Me- 
thode des Ansatzes. Es läßt sich nämlich zeigen, daß ge- 
setzt werden darf: 



/ 
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a^x'^ + «1^""' + •• H^«« . dx = (A.x"-^ + A,x^^ + . . . 4- 
y ax^ -{- 2bx -\- c ^ 

+ A^-iX + A^i)iax^-{-2bx + c-]-A„l -^, . 

c/ y öf^ — j— i^o^ — |— c 

Werden beide Seiten dieser Gleichung differentiiert und mit 

^ax^ -f 2bx -f c multipliziert, so müssen die so erhaltenen Polynome 
identisch sein. Die Koeffizientenvergleichung ergibt sodann 
(m -f- 1) lineare Gleichungen , aus denen sich die (m -f- 1) Kon- 
stanten Aq, J-i, ... Am durch sukzessive Auflösung berechnen 
lassen. 

Der Wert des Integrales / ,— ergibt sich leicht 

auf folgende Weise: Wenn a positiv ist, so wird der Seihe nach 

f- _i^ = ia C- ^— = 

J iax^'i-2bx-{-c Jia^x^ + 2abx+ac 

_ 1 f^ d{ax-\-h) _ 

~ia j ^{ax\hY-^ac — h'^~ 

= ^ Z[aa; + 4 + y(aÄ: + 6)2 + ac — 62]^(o^ 
\ a 

(Nach Formel X); 

wenn dagegen a negativ und (&^ — ac) positiv ist, so folgt : 

dx _/ /=• dx 

ac 



/dx -il C ^ 

iax^-\'2bx + c ~^~^J ^ — aH' — 2abx — 



_ 1 f" d(ax-\-h) 

]— a J iV — ac-^ax + hy 



= — , arc sin , "t^ + C. (Nach Formel IX.) 

Ist a und zugleich ä^ — ac negativ, so sieht man leicht, daß 

der Integrand rein imaginär wird. Nachdem . als Faktor vor 

das Integralzeichen gesetzt ist, läßt sich das Integral nach den 
vorigen Segeln behandeln. 
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Das Integral ß) wird durch die Substitution x — Z; = 

dz 
(Jr = — 2 auf die Form a) gebracht. Es ist nämlich 

/dx 

[x — ly fc^^~-\- 2bx-\-c~ 






+ '' 



^»»-1 dz 



/z"^-^ dz 
i{ak^ + 2bk + cjz^-{-2 (aJc + b) z^a ' 

In dem Integral y), 

WO X' = a'x^ + 2b'x + &, 

X = ax^-{-2bx-{- c, ist b'- < a' c% 

da sich sonst X' in zwei reelle Faktoren zerlegen, somit J durch 
Partialbruchzerlegung auf die Form ß reduzieren ließe. 

Wenn nun X' von X verschieden ist, so kann man setzen 



X 



/'aa; + ^ dx ^ 



]/X 

Ist dagegen X* gleich oder proportional X, so führt der An- 
satz zum Ziel: 

X- • yx 

C.x^n-^ + C,a:2— 2 + , . . + 6/2.-1 . y X + a 



/^ J.0^2m-1 _J. J^^l 



In beiden Fällen werden die Konstanten C^, C^, . . , a und ß 
durch Differentiation und nachherige Koeffizientenvergleichung 
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bestimmt. (Vgl. die Anleitung zur Berechnung des Integrales a). 
Beide Ansätze sind auch noch zulässig, wenn V^ > a' & ist. 

Integrale dieser Art können auch durch Rekursions- 

— jy • — reduziert werden. Man vergleiche 

hierzu § 11. 

Die Ermittlung des übrig bleibenden Integrales wird wesent- 
lich erleichtert, wenn man vorerst das Differential 

{ax -f- ß) dx 

(a'x^ + 2b'x + &) Yax'^~+2bx~+c 
auf die Form ^ iV-r- P^j_y_ bringt. Diese Transformation 

fHl/ I flf 

wird erreicht mittels der Substitution x = ^^r . . Hierbei sind 

2/ + 1 

die Konstanten m und n aus den Gleichungen 

amn -{-b (m-{- n) -\- c = Oj 
a*mn + i' (wt + n) + c' = 

zu bestimmen, welche, wie sich zeigen läßt, in den beiden Fällen 
h*^ < a* c% b^ ^ oc, die hier allein in Betracht kommen, stets reelle 
Werte für m und n ergeben. 

Es ist nun, wenn für y wieder x geschrieben wird, 

/> (a^x + ßj^) dx /» xdx 

Das erstere dieser Integrale kann mittels der Substitution 
a^x- -j-Ci^t^ in das Integral eines rationalen Differentialaus- 
drucks verwandelt werden. Das letztere führt nach einer ge- 
ringen Umformung zu einem der drei Normalintegrale 

. ^ dx p dx 

^^ J {x^ + p^)yq^ — x^ ' V (a:2 + 2?2) ]/ x^ — q^ ' 

. p dx 

& 
Die Einführung von ir^ für ] ist gerechtfertigt, weil 

^1 
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a'&^b*^, also auch, wte leicht einzusehen ist, a\c\^0, mit- 
hin auch / >>0 ist. 

Diese drei Integrale werden am einfachsten durch Einführung 
trigonometrischer Funktionen bestimmt. 

Wird im Falle a) gesetzt 

ic = g sin cp , ' . x 

^ ' sin y= , 

dx=:^q^ cos y <iy , ^ 



' X 

; tangy = 



2 — ^2 



so folgt: 

/dx P ^V 

{x''-{-p^iq^ — x^~J g'sin29)+2)2~" 

d(f 

/' cosV _ rf(tangy) _ 

2»tangV-+ < "«^ngV+y(i + tangV)- 
^ ö ^ ' cosV 

/d (tang f) . 

(^2 _^ g2) tang V + i)2 ~~ 

= ^^ arctang^^^^-^->^^' + ^' = 

= arctang ' / ^ 

p^p^ + g^ PM' — x- 

Im Falle b) erpbt die Substitution 

q Ix 

cosy ' cosy q ' 

cos V ^ ^ "~ q • 

y^- — 9^^ = 2tangy; . y;2:2 — g2 

sm tf= ' ? 

/• dx f^ cos(f d(f 

{x'-{-p^)ix^ — q^' ^ Jq^+p^coS'^~ 
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-f. 



d (sin y) 



l 



ip^ + q^+p^mtp 



p2 _|_ ^2 _p2 gin^y 2p ip^'+ q^ ip^- + g2 -_p sin 9) 

_ 1 jXl/p''-{-j[^-\-pix^' — q^ 

"~ 2p ip^ + q^ xip^ + g:« _p ya:*2 _ g2 

Wird endlich im Falle c) gesetzt: 
x^=q tang y , 



dx^=q 



d(f 



' ' cos 9) 



tangy 



cos y = 



X 



sm^ 






y^^^^«' 



so folgt: 



/> cfa; /* cos^d^ 



g'^sin^yj + l'^cos^y 

d (sin y) 

Je nachdem nun q^%p^^ so erhält man 



=/< 



/( 



d(sin 
2^ — P^) sin 


v) 


1 

p^ piq^- 


-P' 


arctang 


sm(f>i q^ — p^ 
P 








'pi 


1 
gr« p^ 


p) q -vx^ 

iq'>p^ 


1 . 
2 sm f/ 


1 


X 






(«' - P% 



1 ^p + ^inff^p^ — q^ 

2pip^ — ^^ P — sin y y^^ — q^ 



-l 



pi q^ -\- x^ -{- X] p^ — Q^ 

2pip^ — Q^ piQ.^-\-^^ — ^ip'^ — (Z^ 

{q'<p'). 

Die binomischen irrationalen Differentiale lassen sich 

p 
leicht auf die Form x"*" (a + bx^^y - dx bringen, worin m, n, p und 

q als ganze Zahlen angenommen werden dürfen. Sie können, wenn 
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eine ganze Zahl ist, mit Hilfe der Substitution (a + bx"") = -s^, 
und wenn ( - "t" ) ®^^® ganze Zahl ist, mittels der Substi- 
tution - =-er rational gemacht werden. In andern Fällen 

muß man sich begnügen, I jr"» (a + ba^y dx durch Eeduktions- 
formein auf die einfachste Gestalt zurückzuführen. 



§ 14. Beispiele für die vorhergehenden 

Paragraphen. 



1) 



2) 



/ 



/ 



x- • dx 

14 + 2a; 

dx 



= tV (32 — 8a: + 2a;*) ^ + 2a;. 



3 ib — 2x — ib 



x'^b — 2x 50]' 5 y 5 — 2a; + }' 5 



- 100.^ • ^^^ + ^) 1'^ - ^^ 



3) 



/, 



dx 



15 5 1 

(a;« + a;*)yi + a;^yi + a;L4 4a; 2a;* 



+ V^ 



+ 

yi + a; — 1 
yi + aj + l 



*) /]/ 3 _| • «^^ == - i 1^(3 - ^r [>^ + ^]- 



5) 



6) 



7) 



+ 75?(fa;-2 — 5). 
f ^^ = (1 +:a;) [| }' 1 + a; - 1]. 



*•/: 



^ '^ .<ir = — ^a;i + ^a;i + a;l — ^^(l + y^) — 



+y 



arctang y x. 
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J yx-{-yx 



arctang xtj. 
dx 

(l"^ X) 

1 _ 13 _ 143 429 23023 7007 -a: 3003 a;' 

4x* 24a;» 96^^« 64a: "^ 320 64 "■" 64 



9) /*_ „_^ = 

' Ja;»a — a;)i 



(1 — x^ 



+ 



+ ¥^ • ^ 



yi — a; — 1 



yi — a; + l 

Man löse diese Aufgabe sowohl nach der Methode des Ea- 
tionalmachens, als auch durch Anwendung der Eekurslonsformel 

äx 1 , (i-]-2v p dx 

a;p(l — x)'^ 
(cf. § 7, Aufg. 4.) 



/- 



XP+l (1 _ x) 2 



+1 



pxP (1 — x) *^ 



_ r 2 + 22? 



+1 



1«)/ 



X- dx _ _ 2 (5a; + 2) 
(5a; + 3)f~ '25(5ar+3)l 



11) 



12) 



r 7a;2y5 + 2a; • da; = ( V> — 2a; + x^) ■ (5 + 2a;)i 



a; — 7 . dx = 



Ux 



28a; 



|/3a;-_7 + 



'''28? 7 *''<^**^^^^* — 1- 



13) 



14) 



/ 



x^ • da; 



3 y a; + 2 
da; 

a;5y(a;_l)2 



= (i^'-A^ + A)-f(^ + 2)< 



11 



11 



55 



4a;* "^ 36a;» "^ 27a;« "^ 81a; 



X 



+ iH y 3 • arctang 



fi-l + 
2ya; — 1 — 1 



>3 



15) 



f X ffix + 7 . da; = (4a; — I) (3a; + 7) f3a; + 7. 
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,4 . f2x + 8 + l 
+ , • arctang ' , . - • 

1/3 y3 

17) fix V a; . (1 4- X«) (2 Va; — x)« ob = f • a;» y'x — |a;* + 

+ i ■ x*i X + ^r-x'^i X — \ . X* + ^.x'^ix. 

18) TcVa;» — af^)^ • (4ya:» — ^y'^).(^r = ^8^.a;V_^^.a;V + 

} X 



. ^*-^ . dx. 



Dieses Integral wird das eines rationalen Differentials, wenn 

man .Ti., =^?«« • oder auch gleich einer solchen Potenz 
a' -\- b'x" ^ 



'"/i 



von ^ setzt, deren Exponent der kleinste gemeinsame Teiler aller 

CL I hx^ 

Nenner der gebrochenen Exponenten von ,T;,, „ ist. 

€v — I — X 

,, • Wenn man hierin l-\-x=^z^ setzt, so 

wird der Ausdruck unter dem Integralzeichen rational. 

Anm. Es ist eine nützliche Übung, die Integrationen, für 
welche in dieser und den drei folgenden Aufgaben nur die zweck- 
mäßigen Substitutionen angegeben sind, vollständig durchzuführen. 

22) f V^^+''^''C~^„, dx. Um das hier 

• ,/ y 1 + a; . f(l — a;)* — f 1 + a; /(l —x)" 

vorliegende Difterential rational zu machen, setze man 
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;» f 1 — a;* . yi + «« 



23) f ' j- , 1 ' _ , • (fe. Wenn man nienn 

J VI — a;2.[)/l-a;«^yi + x«] 

— g = 4r* setzt, wird die Größe unter dem Integralzeichen 



rational. 



Subst.: . - ^ = z*. 



24) f. -*yi+-»n-^« .^. 

J V'l — X» rt'l + ic* + Vi — a;»l 



25) Ta;* }(1 ~x^)»-dx = — ^x /l — x^ [x" — ^x*^ + ia;»+^] + 

+ yf? aresin x, 

(§ 8, Formel 3 u. 5.) 

Zur Lösung dieser und der folgenden Aufgaben benutze man 
die in § 8 entwickelten Rekursionsformeln, die ja auch für ge- 
brochene Exponenten gelten. 

26) tx^ i{l — xY 'dx = — \il-x'' [x^ — -1^* + \x^ + il 

(§ 8, Formel 3 u. 5.) 

oP7\ (^ x^dx 3x — x^ » 

27) I ^ _ == — 3 arcsm x, 

^ J i(l—xy 2 1/1 — ^2 ^ 

(§ 8, Formel 2 u. 3.) 

28) f,.f^.,, = ,t"^, • (§8, Formel 2.) 



^> /.. 



dx __ 1+4«* — 8a;* 

l'(l — a;«)»~ 3a;»yi — a;« 

(§ 8, Formel 4 u. 6.) 



30) r ^ =-^+^' j,^iiL—\-\. 

J a;»V(l — a;2)» 2a;*yi — a;^ « 

(§ 8, Formel 4 u. 6.) 
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3.) /. 



x^^ • dx 



yi 



X' 



yi" 



X' 



2r 



oß 



2r— 



' + 



2r— 1 
2r — 2 



a; 



2r— 8 



+ 



(2r — l)(2r-3) 
+ (2r — 2) (2r —'4) ' "*" 



2i-— 5 



+ ... 



(2r — 1) (2r — 3H2r — 5) . .^ 5-3 
•••"^(2r — 2)(2r — 4)(2r — 6)...4.2^ 



+ 



, (2r— l)(2r — 3)...3.1 
+ 2.- (2r - 2) (2r - 4) . . . 4 • 2 *^*^^'*^ '^• 

(§ 8, Formel 3.) 



32) /: 



fl- 



x« 



yi- 

2r 



a;' 



^^ + . 



2r 



a; 



2/-2 



+ 



+ 



X 



2r-4 



+ ... 



.4- 



2r— 1 

2r . (•2r — 2) 
(2r — 1) (2r — 3) 

2r (2r — 2) (2r — 4) . . „ 4 • 2 
cir — 1) (2*- — 3) (2r — 5) .". .3-1 

(§ 8, Formel 3.) 



"^ Ja^är. 



da; 

yi- 



Ti 



a." 



X 



(2r — 1) • a:*-i 



1 + 



2r 
2r 



a;2 4- 



(2r-2)(2r-4) 

— p 7^ OWT — C\ * "^ l~ • • • • 



• • • • I 



(2r — 3) (2r — 5) 

(2r — 2 )(2r — 4)....2 
(2r — 3)(2r — 5)...Vl 

(§ 8, Fonnel 4.) 



a; 



2i-— 2 



34) r ^^ 



^2 



a;« 



yi- 

2r . ai^»- 



1 1 2*- — 1 8 , 

' 2r — 2 ' 



(2r-l)(2r-3) 
^ ( 2r — 2j (2r - 4) ^^ • • • • ^^ 

(2r-l)(2r-3)....3 „_, 
••••"•"("är — 2)(2r — 4)....2 



+ 



(2r — l)(2r — 3)...l ,)1 

"^ 2r (2r — 2) (2r — 4) . . .2 



-a;-^ — 1 

— • 

X 

(§ 8, Formel 4.) 

Die Formeln 35—39 lassen sich ohne weiteres aus den Ke- 
kursionsformeln, § 10 und 11, ableiten. 
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n 



35) J (a + 2bx -\r cx^y ■ dx = - '(^ -j. jy -^-^^ - — 

36) / 



dx {b-\'cx)(a + 2bx + cx^) 2+^ 



(w — 2) (62 _ ac) 
(a + 2bx + cxy ^ 



(n — 3) c (^ dx 

n 






(w — 2) (b'- — uu) fj "_i 



''+1 



37) I a:'»(a + 2&a: + ca:^)2 da:= — \ -, — i ^t" 

m+ w+ 1 c J ^ ' ' ^ 



m-\-n- 

m 



88) /. 



a;"* . da; a;'"-^ 



n ** 1 



(a 4- 2bx + ca;2)2 (n _ m — 1( c (a + 26:r + cx^ 

(n — 2m) 6 f* x"^-^ . da; 



(a + 26Ä; + ca;«)2 
, (m — 1) a Z' a;'"-2 . dx 

"■ (n — m — l)c' J 

^ {a + 2bx + cxy 



n 



39) r^"* + ^-^^ + ^'''^' d^ = ^ («_+ 2&:r + c^2)2^ 

'^ J a;"* a(m — 1) x""-^ ' 



n 



j n — 2m + 4 / ^(a + 26a; + c:r2)2 
"■ a * m — 1 J a;»»-^ ' 



n 

c w — m+3 f(a + 2Ja; + ca;2)2 



c w — m +3/^1 
' a ' m — 1 J 



/pm-2 



dr. 



Diese Formel verliert ihre Bedeutung, wenn die positive 
ganze Zahl m = 1 ist. In diesem Falle tritt an die Stelle 
derselben die folgende: 

Sohncke^s Aufgabensammlung, ü. 4 
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n 






«-1 



Bei fortgesetzter Anwendung dieser Formel gelangt man 

welches als Summe der drei leicht auszuführenden Integrale 

xia '+2hx^ cx'^' J iä+lihx -fcx^ ' ^ J fa + 2bx^ c^ 

dargestellt werden kann. Behufs Auflösung dieser Integrale ver- 
gleiche man die in § 13 gegebene Anleitung. 



41) Wenn c eine positive Zahl bezeichnet, so ist 



"'/y. 



^^ 1 _ _ 

^a + 2bx + cx'- /c ^ ^ ^ ^ -r ;, 



ß) wenn außerdem noch (6^ + ac)>>0 ist, so wird 



dx 1 .ex — b 

r - ^=- ^ = / arcsm , — 
ia-^-^bx — cx^ ]/c y62_^ac 



b -\- ex 



ac — b^ f^ dx 



f 

42) fia 

_,ac — b^ /^ 

2c J y« 4- 26^ c^r« 

43) rya2 + iT^ d^ = ^^ y^2-:|r^-2 _|_ ^^2 ^ (^ _^ /a^ +^^^2). 

44) I l/a^ — x^dx = \x ^|a} — x* + -i«^ • aresin 

45) Bezeichnet c eine positive Zahl, so ist 

a) r___-^^ -^~ = — ia + 2bx~-^cx^ — 

J ya + 2bx + cx^ G 

— ^ l{cx + b+i cia + 2bx+'cx^)', 
c]c 

ß) wenn außerdem noch (ac + ft^) > ist, so wird 
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, b . ex ^b 

+ -- arcsm , ^r— 
cfc yac + 62 

46) Wenn a eine positive Zahl bezeichnet, so wird 

c/a;yä~+26a:+cx2~~ ^a ^ 

/?) ist überdies noch (6* + ö5c)>>0, so wird 

/äx 1 . i;r — a 

— j- — = arcsm , - 

x\ a-\'2bX']- cx^ y.a xyb^-^ac 

47) f-- -^ .= 

o;"» (a + 26a: + cx2) 2 



cx^ 



"-1 



(m — 1) ar'«"i (a + 26a: + cxy 

(w + 2m — 4)_6^ /^ ote 

(m — i) a ~~ ' J ' « 

-^ a:"»-i(a + 26a: + ca:2)2 

(n + ^ — 3) c /* da: 

(m — 1) a ' J 



x^-2 (a 4- 26a: + cx^) 2 

Für m = 1 wird diese Formel unbrauchbar. Es tritt in 
diesem Falle an ihre Stelle die folgende: 

48) f "- .= - --' .-- + 

a: (a + 26a: + ca:2)2 (^ __ 2) a (a + 26a: + ca:2)2 • 

1 /* dx b P dx 

a:(a + 26a: + ca:2)2'"' ^ ^ (a + 26a: + ca:^) 2 

^^. P dx 1 .5a: — 2 

51) i , - = , arcsm ^ • 

. J yi + 4a: — 5a;2 1/5 3 

4« 
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dx 



53) f-T- ,^~, = l(l-^2x + 2il + x-^x'). 
eJ yl -\-x-\-x^ 

56) f- 4-:Lf^ = ii+¥Yx^ _ ^Z (1 + 2a: + 2 fl +i+a;*). 

— i Z (1 + 2a; + 2 yi + X + ««). 

Jyi + a; + a;* \3 12 24/ ' ^ ^ ^ 

+ TJfZ(l + 2a; + 2yr+^ + a;»). 

58) r y 1 4- a; +"a;« dir = (^a; + \) yi + x + a;« + 

+ f Z (1 + 2a; + 2 yf +^iHhl;«). 

59) Cxil^x-\-x^dx = \{^jl-\-x + x^f — 

- i (« + i) yr+"^ + x^ - VV ? (1 + 2aj + 2 yi +"ä + a;«). 

60) r a;* yi + a; + a;« da; = ^ (a; — |) (yr+ «"+ a;«)* + 

+ Vt (^ + i) (yr+a; +~aj^ + Tk ? (1 + 2a; = 2 yi + a; + a;«). 

61) r (yi + a;"-f a;"«)» da;r= i (^ + a;) (yi -f- x-fx^» + 

+ Ä(-^ + i)yi"+a; + S« + ^^l + 2a; + 2yi + a; + a;«). 

62) r '^■'^ =— * ^"^^ 

Jy(14-"a;+a;y ' yi + a; + a;2 

gg. /> x'^ .dx ^ _ a; — 1 , 

Jy(l + i'+a;y '* yi + i + a;'* "^ 

+ Z (1 + 2a; + 2 yi +¥+ i»). 
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64) 



fi ««.(fo _ 3a;« + 7a; -|- 5 _ 



65) 



66) 



/ 



dx 



a;/l-)-a;-f-^* 



— fZ(l + 2a; + 2/1 + 3; +V). 
_ , 2 + a; — 2/1 + a; j^« ^ 



a; 



Ja:»l/1 



(2x 



]/l + a; + a:« 



— ■^-yi+a; + 
a; ' ' 



a;' 



_ 1 »2 + a; — 2y i + a; + ;c '^ 



a; 



67) 



Ja;*Vl 



dx 

yi-f« + a;« 



= (-2t^ + £)l^l + - + 



rc' 



— i ( , . 



68) 



/ 



dx 



■ff 

(l-x) 



a: 



= * • -^^^ — ^^-- 4- 



+ « 



2 + ^ — 2l/l+":r + 



X 



2 



o; 



69) 



/. 



, 10a; + 14 + - 

dx ' ' a; 

a;«y(r^^i"+x«)«~~~'* ]/l + a: + a;«' 



,,2 + a; — 2yi + a;"+a;» 
-*' x"- - - • 



70) 



da; 

a;«V(l^|^ + a;»)» 



1^ ß 
37a; + 23 + — „ 

' - X x^ 



Ja;"«Va + a; + a;»)» " Vr+a; + ^"*"" ■ > 

, „ 2 + a; — 2 ]/i +"H^a;* 



71) Cx"« {ax^hx^y' ■ dx 



_ a;"»-! (oa; + Ja;*) 2" 

6 (m + » + 1) 

a (m + ^n) 



+1 



6(m+n+l) 



i a;"»-! {ax + 6a;*) ^ • da;. 



(cf. § 8.) 
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n 



72) i a;-"» (oa; + 6a;«) 2 ■dx = — — ,--, — -■,■■,- + 
' J ^ ' ' a (m — ^M — 1) 

' a(m — ^ — 1) J '^ 

(cf. § 8.) 

fl 

-70N /•/ 1 j, 2N2 j (a + 26a;) . (aa; + Ja;«) » 

73) j («a; + 6a;«)2 . ^= V_-r.__J^|__:r ,^_ 



4(w-|-i)6 



""■ r (oa; + 6a;«) 2 ^ da;. 

(Vgl. § 10, Aufg. 1.) 



--+i 



-„.N /*/ 1 1 Qx- * j 2(a + 26a;).(aa; + 6a;«) 

74) \ (aa; + 6a;«) " •<& = ^^-- /-^T-s— 

'' ■(/ ^ ' '^ (n — 2)a« 

(Vgl. § 10, Aufg. 2.) 

Durch fortgesetzte Anwendung dieser Formel gelangt man 
schließlich zu einem der beiden folgenden Integrale. 

75) Bezeichnet 6 eine positive Zahl, so ist 

' V /» cir 1 . 26a; — a 
/?) I ^ - = -. . arcsm 

76) r-,^.^= 

77) r 1:^ =-f2ra;-x« + r. aresin ^"""^ 

78) \ r^=^ =— ö y 2ra: — a;« + fr« arcsm 
J y 2ra: — a;« ^ ^ 

79) f ~'^^ = - firx-x^ . [ix« + ^ra; + fr«] + 

c/ r uTX '~~~ X 

+ 4r* aresin 



arcsm — - 
r 
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80) 



81) 



82) 



83) 



/dx 
xi2rx—x^ ~ 



'^2rx — x^ 



rx 



/' _ dx _ {r-{-x) i2rx— x^ 

x^y^x^x^ ~ är^F" * 

P dx _ (3r^ + 2rx + 2 x ^) i2rx —x^ ^ 

J x^ßrx^^^~ ~' 15r«:r* 

ji2rx~'-^x^ ' dx = ^(x — r) '^2rx—x^ + 



+ ^^^ arcsin 



X — r 



84) 



85) 



jxp 



rx — x^*dx^= — ^ (2rx — x 



^)ij^rCi2 



rx — x^ ' dx. 



86) 



Cx^ prx—x^ >dx = — (-{x-\- ^^r) (2rx — x^)i + 

+ |r2 Ci2rx — x^'dx. 

t x^ i2rx^x'^ . Ar = — {\x'^ + ^rx + -j^r^) {2rx — a:-)^ + 

+ ir» C Y2rx^^^^ ' dx. 



87) 



88) 



dx= ix^'+ 4a; + 2Z (a: + 2 + y^;« + 4a;). 



/y4-fif 

J (a;+j)) ya'+ 26:r +7a;2 
a) wenn a + ^l'^^^ip ist, 



dx 



wird 



yö— 2Jjp-|-QP^ 



• Z 



Ya -{- 2te + cx^ + ya — 26p -f- cp^ 



x^p 



+ 



+ 



6 — cp 



ia — 2bp^cp^\' 



ß) wenn a-\-cp^<C2bpist, 



^2hp — a — cp'^ 



arcsin (^ — ^P) (^ +P) -\-a — 2bp + c j?^^ 

(^ + 1^) y^^ — öw; 
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a 

y) wenn a-\-cp^ = 2bp ist, 

_ yä+ 2bx -fcP 

89) Wenn zur Abkürzung a -^ 2bx -{- cx^ = .g) (x) gesetzt wird, 
so ist 

dx 



90 



91 



92 



93 



94 



95 



/ 



{x^-{-p^)fa-{'2bx-\'CX' 

(a — ß){z + 1) djsf 



-/f 



[(«- +p') ^' + iß'+p')] yy»"^^ + y (/5) 

Diese Transformation wird erreicht mittels der Substitution 
x=- ^-/, wo a und i? aus den Gleichungen 

caß-\-b{a-\-ß)-\-a = 0, oder a + /? = — ^^^-^* , 

a/J +i>' = 0, „ aß =-p\ 

zu bestimmen sind. Die weitere AusfUhrong ist von den 
Vorzeichen der Größen (f (a) und y (/?) abhängig. (Vgl. 
Pag. 41). 



/i 



dx _ 1 2^1 + a;« + a;y 3 



(a;2 4- 4) f 1 + a;« 4y3 2 Vi + a;« — a;)/3 
Subst.: a; = tang9). 



/' da; 1 x'^ b 

(x« + 4)yT— "P ~ 2y^ ^'^'^ *°^ 2]/l— P 



Subst. : a; = sin y. 



/. 



dx _ 1 a;l/5 + 2ya;« 



(a;« + 4)ya;* — 1 4/5 ai/ö — 2ya;« — 1 
Subst.: x = &ec(p. 

da ^ _1 _ 7 2f9 ^H^l+a;y35 

ix^ + 4) y9a;2~-fl ~ 4 y 35 2 iW+1 — xi^b 



/, 



/da; _ _ 7 /l + yi — ^^\ 



d x _ _ jV—X' 
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96)/ 



dx 



{x-^p)fl—x^ 



fi-p^ 
1 



.1 



l+p x+j l—p^jl 
x-\-p' 

. l-\-px 



X' 



, wennp*<<l, 



oder = , "- - • arcsiii--r^ , wenn »*>! ist. 



97) r - ^^r^-. 



X' 



ii-p 



.Z 



oder = 



l — px + il —p^jl 
x—p 

. 1 — px 



X 



2 



, wenn jp^ < 1, 



arcsin - " , wenn p^ > 1. 



98) r "^^ = ^ r — — 



(^-p)fi" 

2jp J (x- 



dx 



{x+p)i\—x^ 



pii—p^ 
1 



, pii —x^—x fi —p^ 2 ^ 1 

Z -' r^ ^- ' — - , wenn p^ < 1, 






oder = — ^ arctang 



99)/ 
10«)/ 



1 , X ip'^ — i 2 ^ . 

, - arcsm —h^- , wenn p^ >> 1, 



(^+1) 



d« -i/l — a 



dx 



^x 



{x — \)i\—x* 

101) /'- «^^ -__..= • 

~ ■^ j (ic~~T)Yi — a:« ~ * j 



da; 

(a; '+ l)'yr— a;« 



X 



yi- 



o;. 
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02) f % . ._- . = - ^^- .- arctang -^(Ü".^* 

J (a;« + iJ«) / i — a;'« 2 Vi + p" /l + > 



■» + yi — a;« 
06) C ^.. =1--^.- 



da 1 j x-\-p 



07) C—^ - = _^^ 

08) C- P ^^= _L .1 ^J"^ _ . 

J (« — i») fl + a;« fl +p^ \ + xp + vi +|)« . yi +a;« 



Ogx /= *^ __ = j_ ^ a;yi-|- g «-j>yi + a;« ^ 

'^J"(a;«— i)»)yi + a;« 2pyi+i)* a;yi+2)«+^yi+V« 

^ 1 , p yr+ic" — X fi 4- p« 

~i>yi"-fir« y^älZ^a;« 

HO) I ,^^=- = - ,^=^- - arctane— , .~^,wenn»'-<l, 

J(a;«+i)»)yi + a;« ^yi— p* %yi + a;« -^ ^ » 



und = — 7=- --. -. l 



xjp^ ~—i +i)jy 1 +5* ^ 

2p y^« — i ' x yp*"— i—pfi ^f^ " 

1 , 1) yr+^* + « y^ - 1 ^^^ 

--, .^^^. l^ ' — '-=^ ^. A-*^ , wenn »* > 1. 

pip^—1 ix^ + p^ 



111) J ^ 



(a:» + l)yi + i« yi + a;« 

X • dx x 

(^M- i) ii^x^ ~ ~ ii + a;« 
dx 



112)/ 
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114) f ^^ 
^ J xfx^ — 1 



arccos 



X 



116)/ 



dx 



{x-\-p)fx*—l 

= -7 ^~-. arccos — r^^— 

fi—p^ x + p 



, wenn p^ «< 1, 



, 1 ,1+px + ^p^ -i^x^ — 1 ,. , 

und = ,._ . --l—'-^ ..'-L^ i ^ ^enn i)*>l. 

yp^ — 1 x+p 

Setzt man hierin — p tlr p, so erhält man auch 

/dx 
(x—^ifx^—l.' 

116) C ; _'^_. ___ = _ .l^_ (arccos / ^~^ \ - 
Jix^—p^)fx^—l jp/l— jpM \x — pl 

\ «+!>// p}/l — p« ar/l— p« 

i^Va;« — 1 



— arccos 
1 



pYT—p^ 



arcsin 



,2 



, wenn p* «< 1, 



oder = 



yx^ — p' 

j (x +p)(i- p z-\- i^- lix^—j) _ 



2p ip*^^ (x — p) (1 -{- px -{- Yp^^ y«*^^) 

1 
fp2-:ii 



p 



, X fp* —i—p ^x^—i , ^ . 

l — '-^ -T=^-.^=?= , wenn p* > 1. 



y«* — p 



2 



17 



18 



19 



20 



21 






dx 



{x*-^p')^x'— 

dx 

{x-{-l)fx^— 

/dx 



i)ix^— 

dx 

T) /«« — 

/xdx 
(x — 1) y a;» — 



J(x' — 



pfl^p 



2 



.1 



xip*-\-i—pix*—i 



ix^+p 



2 







-_i.+^(^+:M-i). 
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124) / 



dx 



(a;« + 1) ix^ — 1 



i2 



.1 



X 



i2~i 



X' 



X ' dx 



ix 



{x^+p^)ix^—i ii+p 



2 



arctang 



yi"^ 



p' 



(ax -\- ß)dx 



(x^ + lOc + 41) y X« — 4a; + 13 



2|/ 



/ 10 J 



(3a + /J) y + /? - 7a 



<^y- 



Diese Umformung wird vermittelt durch die Substitution 

x= ^ , ^ WO m = 3, n = — 7 die Wurzeln der Gleichungen 
y + 1 

mn — 2 (m + w) + 13 = 0, 

mn -f- 5 (m -f- w) -[- 41 = 

sind. Das letztere Integral zerfällt in die beiden folgenden: 



3« + /? 



/< 



j/dy 



+ 



ß — 7a f> 



■ - 



dy 



2/10 J (4y« + 1) yy«+9 ' 21/10 J (4y« + 1) yy»+9 
=._ .3«+i ^y35+2yy^ + 9 



8 yio y35 y35 — 2 y^« + 9 



+ 



yy35 



2yiby35 *'"®*"^ yy*H-9' 

a; + 7 
und wenn rückwärts y ^ o -'^ substituiert wird, so ergibt 

ö X 

sich für das vorgelegte Integral 

_ 3a + /f ^ (3 - x) y 7 + 2 V' 2_fx'^ — 4a; 4-T3 
40yi4 (3 — «)y7— 2y2"ya;2 — 4a;^^13 



+ -- , ^arctang ,-^-%=JJ:-_-t'-^-^ 
10yi4 Ly2ya;''— 4X+13. 



^2^) h^ - 



— 2a; dx 

18x + 17 ■ yioa;" — 22i -f 13 



.26)/ 



— ßl — 

= r4ü • -A = f «rctang 1/ V + 1 + 

j_ JU i 2yM+ 1 + ^^35 ^ 
•4/35 2W-(-l — y}/35 

3 ^ flto^ — 22^4^13 , 
= -7= arctang t- ' + 

y35 (a; — 2)/35 

, _1_ ^ 2j^iÖte^22^+j;3-|-(l — 4/35 
4 /35 2 / 10a;« — 22a; + 13 — (1 — «) ^35 ' 

Subst.: a;= -7^^-, m^2, n = l sind Wurzeln der 

y + 1 

Gleichungen 

ömn — 9 (w + n) + 17 = 0, 
lOmn — 11 (m + «) + 13 = 0. 
1 — X dx 



är« — 18a; + 17 ■ |/ lOa;^ — 22a; + 13 



1^ /w^ 



1 , yiÖa;« + 22a:+13 
:=-;— arctang — ^ 

y35 (a; — 2) y35 

a; — 2 da; 



'^> /-(i 



18x + 17 y i0a;2 — 22a; + 13 

^ 1 2 y lOa;^ — 22a; + 13 + (1 — xyßb 
~ 4 y35 2 y iÖa;2 — 22ä;" +13 — (1 — a;) y35 
— 3a;* dx ^ /i — i 

+ xy • yiTr^2-i-+^«i'^-^- 

(Vgl. die Anmerkung am Schlüsse von § 13.) 



129)/. 



«* + 5 , X 



-.äx^,-^^Jl-x' + 



130)/^ 



(1 + a;«)« y 1 — a;" l + x 

+ A arctang ^^^ ^^.^ 

(S. die Anmerkung am Schlüsse von § 13.) 
xdx 



= l{a + il-{-x^). 



+ x^ + ail + x^ 
Anl.: Man dividiere Zähler und Nenner des gegebenen 
Differentialausdruckes durch ^1 -\- x'^. 
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131) f^~^'}L- ~ (fa; = — «— ^- + fe — aresin a; + /l — V« — 



a; a; x ' x 

— aresin x-\-l 



x^ 



1 + yi — a;« 

132) / ' 4^ — Vi ^^! ^ ^ _ a; _ 4 yj^T^a 4- 10 Z (a;^ + 24) 4- 
J 5 + V 1 — a;* 



5 + yi — a;« 

, ,„,5 + yi^^^« , 25 , X 

+ 10 1 — - ' — --— + -p- aretang 



b — il—x'^ y24 y24 

— T^- aretang , _ , = 4- 5 aresin x^ — x — 4 yi — x^-\- 
y24 y24yi— a;"^ ^ 

+ 20 Z (5 + yr— ^^2) + ^~ aretang (a; y24 V-^'" - \+ 

^^y24 ^\ 24yi— a;2 + 5a;«r 

+ 5 aresin a;. 



Kapitel IV. 

Integration transzendenter Differentialausdrücke. 

§ 15. Grundformeln und allgemeine Regeln. 

Die Integrale der einfachsten transzendenten Funktionen er- 
hält man durch Umkehrung der durch DiflFerentiation entstehenden 
Gleichungen, z. B. ist 

, (cos x)^= — sin X, also 
( — sinx)dx = cosx — C, oder 



/ 

XI. I sin xdx = — cosx-\-G. Analog 

XII. 1 cos xdx = sin a; + C. 

XIII. I tang xdx = — l (cos x) + G. 

XIV. I cotang xdx = l (sin x) -j- C. 

^"- /cot ='('-«[■:■+ 2l)+''- 

XVII. / .— 2- - = — cotang x-\-C. 
fj sm X 

XYIII. ( ^ = — tangx+C. 
fj cos X 

XIX. C edx = ^-\-C. 
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Bedeutet F eine rationale Funktion ihrer Argumente, so 
kann das Differential F (sin x^ cos x^ tang a?, . . .) dx durch die 
Substitution tang iix = t in einen in Beziehung auf die neue un- 
abhängige Veränderliche t rationalen Differentialausdruck ver- 
wandelt werden. Hierbei ist zu setzen. 

_ 2t _ 1— ^^ ^ _ 2(if 

Diese Methode wird, ähnlich wie die Methode des Eational- 
machens bei Differentialausdrücken, welche Irrationalitäten ent- 
halten, nur in wenigen Fällen Anwendung finden, da sie nicht 
selten beschwerliche Rechnungen nötig macht. 

Das Differential F{f) dx wird rational durch die Substitution 

ef^ = t, dx=^ — ' 

V 

Der Übergang von den trigonometrischen Funktionen zur 
Exponentialfunktion wird vermittelt durch die E u 1 e rschen Formeln 



—xt 



... e^-i-e-^i . e' — e 

e^* = cos iz; + * sm x^ cos x = -^ , sm a: = — ö • ~ 

eine Darstellung, die bei Integralen von der Form | sin "^(x) cos "(a;) dx 

oft gute Dienste leistet. 

Noch bequemer aber werden derartige Aufgaben mit Hilfe 
der in Aufg. 19 entwickelten Kekursionsformel gelöst. 

Zur Integration von Differentialen, in welchen Logarithmen 
oder zyklometrische Funktionen entweder allein oder unter sich 
vermischt oder mit algebraischen Funktionen multipliziert vor- 
kommen (gemischte Differentiale), kann häufig die Methode 
der teilweisen Integration angewendet werden. (§ 1, 
Formel VIII.) 

§ 16. Integration rein trigonometrischer 
Differentialausdrücke. 

1) i cos {'px -(- gr) . da: = sin {'px -f- 9'). 

Wird nämlich ^rc + ö' = w, also cir = — gesetzt, so ist 

i cos {px -\-q) > dx= i — cos w-dt* = — sin {px + Q)- 
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Ebenso ergibt sich 
2) I &in (px -\- q) ■ dx = • cos (px -\- q); 

V P 

4) f. 

^ J si 

^. P sin (px + g') •, 1 / i x 

^. /* cos ( ü^ + 9') j 1 / I \ 

6) I - . - «T- \-{'dx^— . cosec ( «?^ + q). 

' J ^m^{px-\-q) p ^^ ^ 

7) I sin {px + g) . cos (p'x + g') • d^ = 

^ _ co^ {{p -Vp')x + (g + <t)\ _ cos [(2? — 2>0 ^ + {%_— (t)\ 

Anleitung: Man verwandle die linksseitigen Produkte dieser 
und der beiden folgenden Aufgaben in Summen nach den 
bekannten Formeln: 

sin a . cos /^ = -^ sin (« + /^) + i sin (p^ — ß) usw. 



8) I sin (px -f- q) • sin (^'^ + g'') . d;r = 



^ sin [(i>_— ^0 ^ (^ — gO] _ sin {{p +^0_^ +Jg + ^ 



9) i cos (^^ + 9') • cos {p*x '\-(^)>dx=^ 



^ siu[{p - p') x -\2Sß- ^ , sin [{p +p*)x + {q + g')] 
2{p-p') "^ 2 (2) +2^0 



10)*) Aus den vier Formeln 

U/ , 1 

j2« "i" 22«— 1 

;>=0 



cos^^oj^ 2^,, +22«-i 2 (^^)-eos(2n-22))^, 



/2w\ ßn + 1\ 

*) In den folgenden Beispielen bedeutet I ) und I I wie gewöhn- 

lich, den pten Binomial-Koeffizienten der (2w)ten, resp. (2n + l)ten Potenz. 
Sohneke's Aufgabensammlung. IL O 
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cos2«+ia; = 2^, ^ (^ + ^) • cos (2n + 1 — 2p)x, 



2n\ 



I2f 



/)=n— 1 



sin^" ^ = 2^« +(- 1)" 22-^-1- 2 (-l)''f")cos(2n-2p)a;, 



pa=0 



sin2«+i ^ _ (_ i)„ _^1^_ ^ (_ i)p |2n + 1| g.^ (2^2p+l) x 



P 



ergeben sich durch Integration die vier weiteren 
a) I cos-" X ' dx = 



psrn— 1 



\n) I 1 ^ /2w\ ^m{2n — 2p)x 

— 22« "^ "^ 2^«-i • -ii U / • 2n — 2^ ' 

ß) I cos-«+^:r ' dx = 

_ l ^ /2w + l\ sin (2n + 1 — 2;?) ^ 

— 2^» ' -^ \ p / * 2n + 1 — 2ü * 

J5=0 

— 22« -^ + 2^"'^~ ^ (- 1)' • Ip )• 2« - 2i) " 
6) j sm^''+^ X ■ dx = 

Nach einer anderen Methode findet sich auch 
£ ) I cos^'^^^ xdx=^ l (1 — sin^ xy d (sin a:) = 



2w + l\ cos(2w+_l — 22))a; 

2w + l — 2p 



p=n 

« \ sin^'^^ X 



= 2 (-!)-(;) 



2p + 1 
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Auf ähnliche Weise ergibt sich 

C) I sin2'»+^ X • dx = — I (1 — cos^ xy d (cos x) = 

11) I cos^rc ' dx = \wi2x-\- \x', 

12) I cos^ic . da; := sin a; — \ sin* x oder = 

= 1*^ sin 3ic + f sin ic; 

13) 1 cos*:z; • ^ = ^ sin 4ir + i sin 2x + \x\ 



14) / 



- , . rtSin*;r , sin'^ic , 

cos^ic ' dx^smx — 2 ^~ + r ~ oder = 

6 O 

= -g^j sin 5ic -f- Ä sin 3a: + 1 sin x. 



15) I sin - o: . d!;r = — \ sin 2x-\- \x\ 

16) I sin* a: . da: = ~ cos 2; + -J cos* a; = fV ^^s 3a; — J cos o;; 

17) I sin^ o: . da: = -gJy sin 4a: — ^ sin 2a: + |a:; 

18) I sin^a: . da; = — cosa; + 2 ö — r oder = 

= — ^V cos 5a: + -^-^ cos 3a: — | cos o:. 

19) Tsin« 

+ — , — • / sin'*-^ X cos"* X ' dx. 

m-\- n J 



j sm""^ X ' cos"*+^ X , 
X • cos"* X ' dx = — j- + 

m-\-n 



Anl.: Es ist d (sin^ o: cos* a:) = ^ sin'*"^ a: cos^+^ o: da; — 

— q^ sin''^^ X cos* -^xdx=p ^\x\P~'^ x cos* -^xdx — 

— {P'\~ Q) sin''+^ X cos*"' X dx, 
folglich 



/. . , . 1 j sin^a: cos*a: , 

sinP+^o; cos* -^a: da: = — - , - + 
p + q 



+ , i sin^-^a:cos*~^a:da:. 



5* 
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Für (^ 4- 1) = w, q — 1 = m ergibt sich hieraus die ver- 
langte Keduktionsformel. 

Dieses und die folgenden Integrale können auch dadurch 
gefunden werden, daß man sin x=^2 setzt. 

Hierdurch wird 

Tsin^^r . cos"»^ 'dx= C js^(l- J3^)^^"'~'^^ ^ dz. 

Der Wert dieses letzteren Integrales ergibt sich mit Hilfe 
der Eekursionsformeln des Kap. IL 



20) Tsi 



. ^ , sin'"-^^ X . cos"-^ X , 

sin"*a; . cos"^ . dx= - . - 4- 

m-\-n 



+ , . I sin"*a; . cos"-2rc . d^. 

m -\-n J 

Die in der vorhergehenden Aufgabe angeführte Gleichung 
d (sin^ X cos^ x)^=p sin^-^ x cos^+^ xdx — q^ sin^+i x cos^-^ x dx 
kann auch zur Herleitung dieser und der beiden folgenden 
Eekursionsformeln benutzt werden, indem man, wo es nötig 
erscheint, den Zahlen p und q auch negative Werte beilegt. 

oi\ /*/ • N « m jj (sin o:)- »^1 . COS a:'~+^ , 

21) I (sm x)-'' ' cos"*a: - dx = — - "^ i i 

+ — — . — I (sin a;)-"+2 . cos*" x . dx. 

c^c^^ /^ • .„ / n « J Sin*"+1 ^ • (COS xV"^^ , 

22) 1 sm"*ic . (cos a:)-« . d^ = — __- -^ + 

-| z — I sin"*a; . (cos a;)-"+2 . ^^ 

23) I sin";a;d^ = — sin"-^:rcosa;+ j sM'^^xdx, 

cos*'xdx:= cos^-^ajsin:^^- f cos^'-^xdx, 

c)K\ r ^^ 1 COS ^ , w — 2 C^ dx 

^ J sin" X n — 1 sin"~^ x ' w — 1 J sin""- x ' 

9f\\ C ^^ — ^ sin^ , n — 2 ^ dx 
^ J cos'* X n — 1 cos"~^ X ' n — 1 J cos"-^:^ 

Die letzten vier Formeln folgen unmittelbar für m = 
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aus den Aufgaben 19 bis 22. Behufs direkter Herleitung 
derselben geht man beziehungsweise aus von 

d(sinPxcosx\ d(cosPxsinx\ dl .- | und dl —]' 
^ yj V jy \sin^^/ \cosPxl 

27) I cos^xsmx ' dx = — { -[^ cos 3x + cos ^] = — ^ cos ^x; 

28) I cos ^x 'Sm^x ' dx^= — ^ ' [\ sin 4:X — x]\ 

29) I cos ^x '^ixL^x ' dx = ^^' [\ cos bx — \ cos 3a; — 2 cos x] = 

= — i cos ^rc 4" i Cös ^:2;; 

30) / cos^a; '^in^x dx = ^' [\ sin &x — | sin 4a; — 

— -^ sin 2x + 2a;] ; 

31) I cos ^a; • sin H • da; = — ^^•[4^^^^'^^ — |cos5a;+-J^cos3a; + 

+ 5 cos a;] = — \ cos ^a; + | cos '^a; — \ cos 'a;. 

32) I cos ^a; . sin a: . (üa; = — -^ • [| cos 4a; + cos 2a:] = 

= — I cos *a; ; 

33) I cos ^x . sin ^^z; . rf^; = — -^^'[\ sin 5a; -f- i sin 3a; — 2 sin a;] = 

= ^ sin ^a; — \ sin ^x\ 

34) 1 cos ^a; . sin *a; . da; = -^ • [\ cos 6a; — | cos 2a;] == 

= — \q>o^*x-\-\ cos •a;; 

35) I cos ^x ' sin ^a; • da: = ^^ . [\ sin 7a; — | sin 5a; — sin 3a; -|- 

+ 3 sin a;] = I sin ^x — | sin 'a:; 

36) I cos *a; . sin a; . da; = — -^^ - [| cos 5a; + cos 3a; -j- 2 cos x] = 

= — I cos ^a; ; 

37) I cos ^x . sin ^x . dx = 

= — -g^ • [-^ sin 6a; -|- i sin 4a; — ^ sin 2a; — 2a;] ; 
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/ 



38) / cos ^x • sin ^x - dx = 



39) 



= -g^ . [| cos 7x 4" i cos 5x — cos 3x — 3 cos x] 

= — I cos *ic + 1 cos '^; 

X ' sin *x ' dx = y^ . [^ sin Sa: — sin ix + 3a;]. 



40) 



/ cos f 

Wenn der Kürze wegen ^ ( — 1)* ( i, ) ( /, ) ~ ^> 

Ä=aO 



/'< 



gesetzt wird, so ist für ein ungerades n 

( — 1)"* X? jr sin(2m-j-w — 2p)x 



sin^"'xcos''xdx = 



22m4-M— 1 



2 

p=0 



2m-\-n — 2p 



41) Für ein gerades n ist 



/ 



22«»- 



sin 2"»ic cos "a: da; = \c.z:^^ -^(m+^«) • a: + 



1^ 22mr{-n- 



" ^ TT sin(2m + w — 2p) x 



p=0 



2m + w — 2p 



42) 



Bei ungeradem n ist 
I cos ^'"a; sin "a; dx = 



n+l A=n»-4-4-(n— 1) 

_ (— 1) ^ ^ ^_ I^P TT ^^1 ^'^ + ** 



Ä=0 



2m + w 



-2p)a; 

2i> 



43) Tsin \ 



X cos ^xdx^=^\nx 



1 3 

. ^ sin ^a; cos "'x — wr^Q cos 'a; + 



45 



+ 10.8.6^^^'^+10.8:6.4^^^'^+^Ö.8^6.4.2^^^''' + 



, 45 

"^108.6.4.2^' 



(Nach den Aufg. 19) und 24).) 
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U] 



45^ 



46^ 



47: 



481 



491 



501 



51) 



52) 



53) 



oder = cos « 



+ 



15 



sin 'x — 



iV sin •« cos *« + 1 /po sin *« cos *x + 
15 . . 45 



10-8-6 

45 

10- 8- 6- 4. 2"' 



10-8-6-4 



sin 'x — 



10. 8-6. 4-2 



sino; 



+ 



+ in o"l A o ^ ; (Nach den Aufg. 20) und 23).) 



dx . cosx . . j. . 



sin "x 



/ 

/da; _ 
sin *^a: 



sin ^o; 



dx , cosic , ^ 

;« 4^ = — i .,•« 3^ — 1 cotang a; ; 



sin *x 

dx 
sin *^a: 



sin ^x 

. cosx , cos X , , , . , 
* sm *a; * sm ^^ * ^ ^ 



/^''»a: = ^-cS^^ + ^^**"^(*'^ + ^^^' 



/< 



da; , sin o; , „ , . , , , ^ 



cos *a; 

/^ dx 
cos '^a; 

/^ sin ^x 



cos ^a; 



= i-cos4 + ^-cosi + *-^**°«^(*^ + ^^^- 



+ 



cos "z 



dx = sin X 



sin 'a; 



+ 



12 



2 -4 -5 -3 cos 'x 



oder = I tang "a;. 



2cos*a; 2-4 cos*a; 2-4-5 cos *a; 

I 24 ^ 
+ 2T4.5.3**"^'^' 

(Nach den Aufg. 19) und 26).) 

(Nach Aufg. 22).) 



+ 



/ 



= l tang X. 



/* dx , {^ dx ^ . 
„ + I . „ =tanga; — cotang a;. 
cos ^x ' J sm *a; ° ° 



sin X cos a; 

/da; 
sin ^x cos ^a; 

/da; __^ _ 

sin ^x cos ®a; 3 sin ^x cos ^a; 3 sin x cos ^a; 

8-6 sina; 8-6.4 sina; 8.6-4.2 
"^13. 5 cos ^a; + 1.3.5.3 cos »a;^ 1. 3.5.3 ^"^"^^ 

(Nach den Aufg. 21) und 26).) 



8 



+ 
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oder = 1 — i Q— - K + c o • ft Ä — h 

^ sin ^x cos '^rc 5-3-siii ^x cos *;r ' 

8.6 8.6^4^ cos_a; _8. 6-4-2 

+ 5.3.sin3a;cosa: ö-S-l-S sin »a; 5.3. LS ^^^^^^' 

(Nach den Aufg. 22) und 25).) 

54) Wenn a und b positive Zahlen bedeuten, so ist 
' a) für a<6 

/dx 1 , + 6 + acosa;+ /ft^ — a^ . sin x 
a + bcosx yj2_ ^2 a + 6 cos x 

oder wenn a = 6 cos a gesetzt wird 

/dx 1 , cos ^ (a — x) 
a + 6 cos a; 6sin a" cos -^ (a + x) 

. (^ dx 1 7 sin 4 (a — x) 

und 1 T = , — . ^-.— i) , r> 

Ja — 6 cos ic sin a sin ^ (« + ^) 

- , Z' da; 1 , sin(a — x) 

also auch lo- ^o- — 2-= « 7 — ^ . ^ , (, 
J a^ — 6^ cos ^x 2 ao sm a sm (a -|- ;r)' 

/?) für a > 6 



/^±l^ = y«^-::*^ ■ '''*"°^ (y « +"* • **"^ * ^) ^ 



1 a cos o: + ft 

= 7 - __z . arccos --- ^ ^--; 
y«^ ft2 a + öcosic 

oder wenn b = acosß gesetzt wird 

/dx 2 

/^/p 2 

a-6cos^ = a sin /J ' *''^**°^ (cotang i/J • tangio;); 

also auch f„._t^^f.^^-'ä4^ ' *^*^**"^ (w)" 

Subst. : tang ^x = 0. 

/dx 
a^-h oofx -fc^x ^^^^ für 6 = 9 cos d, 

/dx 
, — , — KT- oder mit Hilfe der 
a-{- QCOs{x — 0) 
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Substitution x 
dz 



z-\- d = z-\- arctang , in 



/; 



■=r und kann somit nach a) oder ß) der 



vorigen Aufgabe behandelt werden. 



56) Das Integral / - 



dx 



I I r • — gestattet eine ähnliche Behand- 
J a 4- 5 sin a; ® 

lung wie das der vorigen Aufgabe. Es kann, auch aus 

/dx 
, T abgeleitet werden , indem man an die Stelle 
Ol ~j~ cos X 

der Größen x^ a und ß beziehungsweise ^ — x, — a, 



7t 



— ß setzt. 



57) Wenn a und b positive Zahlen bedeuten, so ist 

dx 1 h/b 

a 



I 



acoB^x + bsm ^x = y^ *''^**"8: 1 1/ . tang x). 




Anl.: Durch die Einführung des doppelten Winkels wird 

das Integral auf die Form /, , r, , ; tx c, gebracht 

J (ö + 0) + (a — b) cos 2x ^ 

und kann somit nach Aufgabe 54) gelöst werden. 

sinX'dx -r- 1 7 / 1 1 \ 
, = + i • ? (a + 6 cos x\ 

b cos X b . ~ ^ 



««) fa± 



cos^x ' dx 
+ 6 cos a; 



X -r- 



59) 1 ^ i":: = -L - ■_ j- 

^ Ja4-6cosa; — ft' 



bj a 



^^ H 



a-\- ßcosx 



-,dx = 



dx 
+ 6 cos iC 

aß — . ba 



sina: 



+ b cos xy {n — 1) (a^ — 6'^) (a-f-& cos^) 

1 



^.+ 



(n — 1) (a2 — 62) 



/»(n— l)(aa— 6/9)+(w— 2)(a/?— 6a)cos a; , 
J (a + icosic)'*-^ 

61) i {a-\-bcosxY{a-\-ßco%x)'dx^= \_ (a + ^cosa;)« . sina;-[- 



-|- / (a + 6 cos ^)«-i • I 



n 



««+»+1*^ 



+ 



+ 

n 



*«+„:^i«/j 



cosrc 



> . (ÜiC. 



1 



m 

/ 
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62) Das Integral 

a + /? cos a; + y cos ^rc -[- (J cos *x + -\- /ti cos"' x , 

(a + 6 cos xy ' 

m < w, kann auf folgende Weise in Integrale von der Form 

7 I r— N« zerlegt werden : Substituiert man cos a; = , , 

(a + 6 cos xy ^ ft ' 

so geht die zu integrierende Funktion (abgesehen vom Fak- 
tor dx) in eine rationale Funktion der Variablen ^ über, 
welche auf bekannte Weise in Partialbrüche zerlegt werden 
kann. Wird noch der Kürze wegen 

« + /? -[-y.^ + ^iLs + ••• = /' W gesetzt, so sind die 
Zähler der Partialbrüche der Keihe nach f ( — a), f* ( — a), 
^-^ f** ( — a), 1 o Q /*'" (— «)> etc. Man hat daher die Formel 

1 • J 1 • J'D 

/a + /5 COS a; + / COS -a; + J COS *a; + . . . , 
{a-\-h cos a;)*» 

= /*(-«)j (^-_|_-j-Qg^^„ +/"(—^) j (a-f ftcosic)«-^ + 

j4-&cosa:)'»-3 

Für die hier auftretenden Integrale gilt die aus Aufg. 60) 
für ß = Oj a = l sich ergebende Rekursionsformel , welche nach 
einfacher Umformung die Gestalt annimmt 

dx b sinx . 

\n—l I 



ri-a)P dx f-(_a)/' __ 

"^ 1.2 J(a+6cos^)«-2"^ 1.2-3 e/(a-' ^ -^-^-^ -^«-^ t" • • • 



J (a +.* cos xy (n — 1) (a^ — b^) {a-\-b cos a;)' 

(2w — 3)a f- ^ _ 

"^ (w — 1) (a2 — b^)'J (a + 6 cos a;)«-^ 

n — 2 Z' cte 

~(w — l)(a2 — 62)- J (a + 6 cos a;)'»-2 * 

' J (a + ^ cos xy 

Dieses Integral kann auf elementare Weise in die folgenden 
beiden zerlegt werden: 

'A' + B'cos^x-{-C'cos^x + .,.. ^^ 
{a-\-b cos xY ' 



/ 
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{^A''4-B"cos^x4-C"co^^x4- , 

J (a + cos ic)'» 

Das erstere ist von der Form der in der vorigen Nummer 
behandelten Integrale, und das zweite verwandelt sich in das 
Integral eines rationalen Differentialausdrucks, wenn man cos x 
einer neuen Veränderlichen 2 gleich setzt. — 

64) I -. r—r-L v^^ = -2 T'i • ^ (a + i cos a:) — 

^ J sm a; (a -f- cos x) a^ — 6^ ^ ' 

— i^ • Z cos 4 ic + *! • ? sin 4 :r. 

eS) A^^ ^.^l-^-^-^ .d^ = -« . Z tang (-iTT + i^) + 
^ J cos ic (a + 6 cos a;) a ^ ^* 12/1 

, a/J — 6of /^ d:r 

a J a + 6 cos ic 

In betreff des letzteren Integrales vergleiche man Aufg. 54). 
^ß) j - sin 2? ^=2Uanga: + 

+ y Uang (:t^ "h i^) + 2 -Hang^^r. 

«^) r-'^-*4s'2f -•'^-^ I . /tanga. + .) + 
aQ\ /* « + & sin ic -}- c COS a; + gf sin *a; + A COS *a; , 

^^^ J iba^ "^^- 

_ 3 aang,a;+^^g^g.^^^^_^^ + 



6 sin3^ 4 



cotang {\7t -j- ^^) cotang (J/r — '\x) 



69) / 



a + 6 sin X + c cos ^ + ^ sin '^x-\-h cos ^:r , 

cos ÖX 
^-{-9 T j. /1 I Q X I 6 7COS ^a; , 



, c , cos (i^r — oc) . h — g j u / 1 I 

H F— ^ TT — . — X H r-^ ^ • [tang (Att + 

2f3 cos(i7r + ;r)^ 4 L öVfTi -r 

+ ^;r) cotang (^tt — ^x)]. 



7« — 



1 



70) p«"^.d^ = 
^ J COS wo: 



A=«— 1 



(-1)' 



A=0 



COS 



(2Ä + 1) n 



sm 



• Z 



(2A + \)7t 



+ ¥ 



4n 

2n ' '^ . r(2A-[-T)7r , 
sin ^ ' - ^ — 4a; 
4w ^ 

(w < n). 
A n 1. : Wird cos x-=z, co^ nx = f {z) gesetzt, so verschwindet 

f{z) für ^ = cos ^ TT, wo der Größe h alle ganzzahligen Werte 



beizulegen sind von bis (n — 1). Die rationale Funktion 



IS 



>m 



kann nun in Partialbrüche von der Form 



2Ä + 1 

Z — cos ' 71 

2w 



zer- 



legt werden. Hierbei ist Aä = 






2/j + l 
z = cos 2« Ä- 



TA ^i / x df dx sm wa; . , 

Da r ' (^) = -/- . ,= w . , so wird 
^ ^ dx dz siuic ' 



A = 



, 2Ä + 1 . . 
(cos '- 7r)"»sin:r 
^ 2w ^ 



n^mnx 



2Ä + 1 i"». 2Ä + 1 



■) 



cos c^ 71] Sin rt— ^ 
2n / 2n 



2A4-1 



. 2A+T 
nsin ^' 7t 



_(-i)* 

n 



( 



2Ä + 1 \"». 2Ä + 1 
cos -^- TT sm— ^' -71. 
2n 2w ' 



und es ist daher 



A=n— 1 



COS"* o; 



cos nx n 



= !2(-ir 



Ä=0 



2A + 1 r. 2Ä + 1 
^ 2n ") ^"^ -2n 

2Ä + i 

cosic — cos c.' -7t 

2n 



_^. Pcos^'^xdx 
' J sin 2 na: 



1 
2n 



Assfl — 1 



Zsina;+2 (— ly 



cos 



A=l 



2n 



?(sin'^a;-sin^^) 



(m < n). 
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Anl.: Man schreibe den Integranden 

, setze z = sin x^ f {z) = sm nx und ent- 



. rt =COSiC . . ^ 

sin 2wa; sm 2wic 



wickle ähnlich wie vorher 



(.QS2fl»-l-2; ^ 



79^ /^cos^'w+i/cd^z: 
^ J sin 2wa; 



sin 2nx 

X 



in Partialbriiche. 



= 2l{^**"^2 + 



A=»— 1 



+ 2(-i 



\Ä 



j'^COS 



Ä=l 



2'«4-iA7r , [^ I ^ i h7t\^ ix hn 



inj 
{m <C n) 



)■ 



cos ^""a; da; 1 

(2n + 1) a; ~ 2n 4- 1 



^^^ j sin "(2m +1) X = 2n il ^ **°^ 2 + 



A=» 



+2„+i2(-i) 



2/» ^^p 

^^^ 2« + i^ 
hu 



+ 



4« + 2 



tang 1 1 + 
I tang I ^ 



a; ÄTT 

2 ~'4n + 2 
(m < M.) 



) 



_.. P COS -"*+':r dic 1 

'^ J sin (2w 



+ l):r 2w + l 

2w^ 



/ sin ic + 



+ 2(-i)' 



cos 



/.=sl 



^^(si 



sin '^x — sin^ 



.) 



2w + 

(m -:^ n.) 

Wenn man in den letzten fünf Formeln {n — x an die Stelle 
von X setzt, so erhält man ganz analoge Ausdrücke, welche im 
Zähler die Potenz des sin x enthalten. 



75) ('^'Tdx = {-l)":'n\( 

^ J cos '"X ^ ^ [J{ 



dx . 

m— 1 /r "• 



COS "*~'X 



n—\ 
2 



cos2*-"»+'a:d:z; 



+ ^ (-!)• (2A + 1)!" " j 

wenn n ungerade ist. 

Die Ableitung dieser Formel, sowie auch die der folgenden, 
ergibt sich leicht aus Band I, pag. 93. 
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Zur Ausführung der übrig bleibenden Integrale vergleiche 
man Aufg. 24) und 26). 

76) f'''''^dx = (-l)l\f '^^-- + 



cos '"X 



n 



+ 2(-l)*- 



„2 („2_2S)..,(w«_ (2^—2)2) 



(2k)\ 



'P 



COS 2*-»»iC dx 



wenn n gerade ist. 



77) J 



/* sin w;r 



n+l 



COS "'a; 
«-1 

2 



dx = {-l) 2 



(m — 1) COS "^-^x 



. ^V / IN* (w'-l')(n^-32)...(w2 — (2Ä— 1)2) ,, ., 
+ 2^ (-!)*•' ' Ö^TÜOZ^-L-X-I - -^^cos2*-4-i.: 



(2i)!(2Ä; — m + 1) 



wenn w ungerade ist. 

-o. /^sinno; , . ,. » 
78) I - — dx = ( — 1) 2 .w 
-^ c/ cos"*rt: ^ ^ 



A L 

(iw — 2) cos "»-^a; ' 



n 



— 1 






(2Ä)^) 



(2Ä; + 1)!(2A— m + 2) 



cos 2*-"H-2a; 



79) 



wenn n gerade ist. 

/cos 2^ 
coso; 

80) C^^^l^- 
^ J cos ^x 

smx 



' dx =f 3 sin a; — Z tang (^/r + \x). 
. da; = 2a: — tangic. 



«1) /cos £ • '^ = - 2^^. + ^ ^ *-^ (^'^ + ^^)- 

83) f^^'-^^ 

^ J sm a; 

84) r^'^^^ 

^ J sin ^;r 



. da; = 2 cos oj + ^ tang ^ a:. 
. dic = — 2x — cotang x. 



ot, /'cos 2a; , cosa; , ,, . 



J sin -^ 



a; 



2 sin ^x 
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861 



87^ 



88: 



891 



901 



/cos 2x 
sin^^r 

/sin 2a; 
COSiC 

/sin 2a: 
cos 'X 

/sin 2a; 
cos ^x 

/sin 2a; 
cos \x 



dx= — 



cosa; 
3 sin ^x 



+ 4 cotang X, 



dx = — 2 cos X. 



dx = — 2 ? cos X. 



dx = 



dx = 



2 

cosa; 

1 

cos *« 



91 



92^ 



93: 



941 



951 



• « • • 

P sin 2a; 
J cos"a; 


(n — 2) cos "-2^ 


/^ sin 2a; 

J sina; ' 


dir 2 sin a;. 


/^ sin 2a; 

J sin ^a; 


dx 2-1 sin a;. 


p sin 2a; 
J sin ^x 


* ax — — . 

sm X 


P sin 2a; 
J sin ^x 

• « > • 


' dx — ^—K- ' 

sm ^x 



961 



97 



98^ 



991 



1001 



101 



/sin 2a; 
sin "a; 

/cos 3a; 
cosa; 

/'cos 3a; 



dx = — 



(n — 2) sin "-^a; 



da; = sin 2a; — x. 



j 



cos ^x 



/'cos 3a; 



cos ^a; 



J 



/cos 3a; 
cos % 

/cos 3a; 
sina; 



da; = 4 sin a; — 3 Z tang I .- + ^x\ 



da; = 4a; — 3 tang x. 



dx = — 



3sina; , ,,, /^ , i \ 



da; = — 2 sin^ a; + Z sin a;. 
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102) I . — ^ ' dx = — 4 sin a; — . 

^ J sm ^x sin X 

103) / . -o- ' dx = — r. ' o — 4 Z sin x. 
^ J sm ^x 2 sm -x 

^ J sm *a; 3 sm ^x ' sm ^ 



105) f^^^-^'^ .dx = - , ,,^. , 4- 

^ J sin "a; (w — 1) sin "-^a; ' 



4 



106)/ 



sin 3^ 
cos^ 



(n — 3) sin """^x 
dx = 2 sin ^x-{-l cos x. 



Z' sin 3rc , . 1 



107) I - „ ' dx = — 4 cos 5; — 

^ J cos ^x cos X 

-i^Qx /'sin 3a; 1 

108) I „ . aa; ^ — ^ - „ — 4 ? cos a;. 
^ J cos ^x 2 cos ^a; 

109) r«^-°f .^=->- -, \ . 

^ J cos *a; cos a; 3 cos ^x 

110) I . d^=-- - - — ^ - . 

^ J cos "a; (n — 3) cos "-^a; (n — 1) cos «-^a: 

..... /^sin3a; 

1111 f . . aa; = a; + 2sina;cosa;. 

/sin 3^/ 
- r— 2 • da; ^ 3 Z tang ^a; -j- 4 cos x, 

113) I .3 . rfa; = — 3 cotang x — 4a;. 

114) 1 . -, •da; = — 4 cotang a;. . — 4? tang 4a;. 
^ J sin *a; ^ ^ sin a; ^ ^ ^ 

Setzt man in den beiden Formeln 75) — 78) ^n — x an die 
Stelle von x, so erhält man die entsprechenden Formeln, welche 
im Nenner eine Potenz von sin x haben. 

115) I tang "a; dx = — r— — 1 tang '^-'^xdx, 

116) r_i^ = _ ^ 1 ^ dx 

^ J tang ''X n — 1 tang "-^x J tang ''-^x 
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117) Man bestimme ohne Hilfe der in der Aufgabe 115) an- 
gegebenen Rekursionsformel 

/l 1 

tang 2«+ia:(fo: = ^^ tang ^«a; — ^^ _^ tang 2«-2a: + 

+ (— l)«-i l cos a;. 

/l 1 

tang 2"^; e?;?; = ^^^ ^ tang 2«-»a: — ^^ j- ^ tang 2«-«a; + 

+ 2n — 5 tang 2«-5^ + ... + (— ly-^ tanga; + (— 1)«^. 

Subst. tang x = z, 

J^ dx 1 
T—n = on T-^lax -\-bl(a cos X 4- b sin x)l 
a-\-bta.ugx a^-j"^ 



§ 17. Integration gemischter trigonometrischer 

Differentialausdrücke. 

1) I X** cosx ' dx^=x'^smx — n j a:"- ^ sin x • dx^= 

= x^ sin X + na^'^ cos a; — n (n — 1) I iC^- cos x . d.r. 

I a; cos a; . dir = cos a: -f- ic sin x. 

I a;2 cos X ' dx = 2xcosx-{- (x- — 2) sin x. 

I x^ cos X ' dx = (3:^2 — 6) cos x-}-{x^ — 6x) sin x. 

j x^ cos X ' dx^ {ix^ — 2ix) cos a: + (a;* — 12ir2 -(- 24) sin rc. 

I x^ cos X ' dx = a;"* sin a; + ma:'"~^ cos ^r — 



.Sohncke's Aufipabensammlang. II. 
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— w (m — 1) a;"»-2 gin /p — fn(m — 1) (m — 2) x"^^ cos x + 
-|- m (m — 1) (m — 2) (w — 3) ;r»»-* sin ic + .-. . = 



p=:m 



7) |a?'si 



sin « • d« = — a;» cos z 



= 2i''(r)'^'*~''^*"(^+^i") 



+ w I a;» 



-^ • cos a; • (fo ^ 



8^ 



9' 



101 



11 



121 



= — «• . cos a: -}- «^ * • sin a; — n (n — 1) i a?*-* • sin a; • äa;. 
/xsi 



sin rc . (fa: = sin rc — a; cos a;. 



i rc^ sin a: . da: = 2:r sin rc — (a;*- — 2) cos j;. 

I iT* sin :r . eir = (ßx^ — 6) sin x — (x^ — 6x) cos x, 

1 x^ sin X'dx = {4:X^ — 24a;) sin x — {x^ — 12a:^ + 24) cos x, 

I x"'smx 'dx = — j;'" cos x -\- mx"^-^ sin x -}- 
-|- m (m — 1) a:"*-2 ^os rc — m (m — 1) (m — 2)a;"»-^sina;4-.. • = 

p=sm 

= — ^P^-{"^) x""-' cos ix -\rP 2)- 



„. /'cosa; , 

13) j ^. •dx = — 



/»=0 

cosa; 



1 /^sina: 

(n — 1) x''-^ ~~ w — 1 J ^""^ 
sina; 



. dx = 



cos a; 

~~(n — ly^;«-^ "^ "(w ~l){n — 2) x"- ^ 



14) P^-^^.d^ = - 



sma; 



1 /* cos a; , 

" (» - l)"(n — ~2)" J ¥«-^ ■ * 

- +.1 p««f.dir = 
'*-i ' n — 1 J a:'*-i 



J x" (n — l)a;' 

sin X cos a; 

~~ "~ (w — 1) a;«-i ~ {n — 1) (n — 2j x"-^ ~ 

1 /'sin a; , 

~ (n — 1) (w — 2) V 3^-^ ' 
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15 



16 



17 



18 



19 



20 



21 



22 



/cos« , cosa; /'sina; , 

— V- ■ ax^ — f • dx. 

X* X J X 

/cos X , cos rr , sin a; , /'cos x , 

x-- •^ = - 2x^+-^x ^j-x •^- 

/cosa; , cosa; siiia; . eosa; sina; . 

" i» •<«: — — 4^i - + j2^» + 24-2- — 24x "■" 



■^ , /'cosa; 



. ete. 



/sina; , sina; cosa; , /'sina; , 

.._.da: = _-2-,-- 2^ -ij-- .<fe. 

/sina; , sina; cosa; .sina; , /'cosa; , 

-^r -äx^- 3^- g^, J^-^-^j—.dx. 

/sin a; , sin x cos a; . sin a; j^ cos x _, 
x" '^ — ~ 4^4 12^8 + 24ic« "'"24^ "'' 



+ V./" 



sina; , 
— . dx. 

X 



Die Integrale /— da; und 1 — — dx^ axif weichte man 

in den vier letzten Aufgaben gelangt, führen auf den soge- 
nannten Integral-Sinus, resp. - Cosinus. 

/xdx {n — 2) a; sin a; — cos a; _, w — 2 /^ xdx 
cos "a; (w — 1 (n — 27 cos "-^a; ' w — 1 J cos "-^a; * 

^ xdx 



23 



24 



25 



26 



27 



a;da; 
cosa; 



J a; 6Ka; 
« =a;tanga; + /cosa;. 
cos ^x ® ' 

/*a;da; a;sina; — cosa; _,* T 
cos ^x 2 cos *^a; "" * J 

/*a;^a; 2a; sina; — cosa; , , , ^ , , . 

4 = ä s + i (^ ^ang a; 4- Z cos a;). 
cos ^x 6 cos '^a; ' * ^ *^ ' ^ 

/^xdx 3a; sin a; — cos a; , 3 (a; sin a; — cos ^) , 3 C- 
cos ^x 12 cos^^a; ' 8 cos ^x * J c 
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28 



29 



30 



31 



32 



/xdx (n — 2)a;cosa; + sina;,n — 2 P xdx 
sin "a; (n — 1) (n — 2) sin "~*a; "■" w — 1 J sin »-% 

f^^^-^cotang^ + Zsino.. 
J Sin *ic ® ' 

/icda; sinrc + a:cosrc,./^a;(Jr 
sin *a: 2 sin ^x ' * J sin ic 

/ic dte sin a: + 2ic cos a; , r ^ 7 • i 

sin *a: 6 sm *a: ' '^ ^ ^ 

/a; cfcc sin a; + 3a: cos x 3 (sin a; + a: cos a:) , 
sin ^x 12 sin ^x 8 sin ^a: ' 

' *e/ sina: 



§ 18. Integration reiner und gemischter zyklo- 
metrischer Differentialausdrücke. 

I aresin X'dx = X' aresin a: + /l — ^^• 

i arccos x - dx = x - arccos a; — y 1 — a;^. 

I arctang x-dx^^x- arctang x — ifl-^-x^. 

j arccotang x - dx = x - arccotang a; + ^V 1 + ^^• 

j arcsec a;.da; = a;.arcsec x — l (x-\-^x^ — 1). 

/ arccosec X'dx = X' arccosec x-{-l{x ■^'^x^ — 1). 

f a;" . ai'csin x - ax= —r-i^ • arcsin x , ? • 1 ,- ^ • dx. 

J n+1 w+le/yi — a:« 

I a^ ' arccos x - dx= — ,-. arccos x-\ , r . I — ^dx, 

J n + 1 n+1 jyi_a;2 

Die Integrale in den beiden letzten Aufgaben ergeben sich 
aus Aufg. 1) auf S. 32. 
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9) /^•arctang^.«ir = ^^.arctang^---^^Jj^,.efo:. 
10) J 3^ . arccotang xdx = -^^ . arccotang x + 



^w+lJl 



• dx. 



i^s /»arcsin a; . da; , , . 
1 o\ /* arccos a; . «ir ^ ^ 

1 -i^ /'arccotang x - dx 

^y J T+^2 = — i [arccotang :z:] 2. 

ic\ /'arcsecrc .da; 

^^^ JT7F^rT- = Harcseca;]l 

^ß-, /» arccosec a: . (fa; . 

17) J^ aresin x ■ \^^== =x— fi — ~x^ . aresin x. 

io\ /* • x^ • dx , 

18) j arcsin x ■ -^=== = i«* - ^a; y 1 — a;^ . aresin x + 

+ i [arcsin xy. 

1 Q\ /* « • x' ■ dx 
ly) I aresin a; • -^ = 

J il — x^ 

= ^x<' + i« — i (a;« + 2)yi — "^. aresina:. 

oA\ P • x^ ' dx 

20) J aresina;. ^=- = ^^. + ^^2_ 

— i (23;» + 3a;) /T— # • aresin a: + -j^ [aresin x]K 

21) /aresina;.-^^^^^;- lyr-^-^a.- arcsin ^ + 

. » — 1 /> . x'-^dz 

"1 „~ / arcsin x • — -- _- . 
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22) j arcsin . • -^^=_ = -^ _ -^_ + i ^ (1 - .«). 

oox /* . ic . dir aresin a: , , , 1 — x 

23) / arcsin x . -^ ^-. . = -r-^- + i i t-t- • 

c/ y(i — x^y yi — x^ i-i-x 

/x • dx 
arctang x 'Yzn~2 = i arctang rc . Z (1 + a;*) — 

_ /'Z(l + a:«).dr 
V 1 + a;« 

25) I arctang o; . -^—j*_ ^ = ^ • arctang x — ^ Z (1 -j- a;*) — 

— ^ [arctang x]*. 

/x^ ' dx 
arctang x - -y^- 2= — i^ + i (1 + ^^) • arctang x — 

/X'dx 
arctang :r.^-p^, 

arctang o; • -^--p*^,^ = _ ^ x* + mi + ««) + 

+ I -g- — a;| arctang « + ^ [arctang a;]*. 
28) j arctangx^-^^-.=^-_-^arctanga:--_-J-i-^~,. 

- j arctanga; j _^-,. 



§ 19. Integration von Exponential- und 
logarithmischen Ausdrücken. 

1) I x'^'ilxY 'dx==oi^^ - ~^-/ — /--i-^x« + 
^ J ^ ^ [m-j-n (m-[-l) 

n(n'-'l){lx y-^ 

"•" (^+l)^ 

Wenn hierin n eine positive ganze Zahl und zu gleicher Zeit 
m von — 1 verschieden ist, so schließt sich die Reihe von selbst. 
Ist m = — 1, so hat man: 

2) /¥--'^=«T-r('^)"^'- 
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')/ 






iC'n+l 



(m + 1) a;'«-+-i 



(n — i) (r^)"~i + (n — 1) (n •- 2) (Ix) 
(m + 1)2 x"^^ 



n-2 "T 



+ 
+ 



(n — 1) (« — 2) (« - 3) (tx)"'-^ +•••• + 
(m -f l)"-2 aj^+i (w -|- l)»-! Px^ dx 



x^-lx • dx=: 



(n — 1)1 (Ix) 
a;™+i . Ix af^* 






2:r 



4) j„ . ^_^^ (m + 1)« 

5) I (« + M • ?a; • ^a; = ^ — J — ttw: 

J (iw 4-1)6 

1. .. f(a + bx) '«+^ ^^ 

{m-{-i)b J X 



Ix 



{a + ftrc)"» 



. dx = — 



Ix 



(m — 1) 6 (a + 6a:)"» 



^ + 



+ 






da; 



(m — 1) fec/ a; (a + bx)"^^ 



7) r(a4-&a;)Z:r.drc=^^^|^'-?ic — I^Za; — aa;-^iia;^ 

8) r(a+Ja:)2Za:.da; = ^^'^^*^?a; — |-^Za^ 



9) J {a + bxyix^dx=^^^^^l 



X — 

abx^ b^x^ 
2 9 



X 



46 



Ix — a^x ' — 



_ I a%x^ — I ab^x^ — ^^ b^x\ 

Das hierin noch übrig bleibende Integral läBt sich nicht 
anders, als durch die Entwicklung von l{a-\-ix) in eine Reihe 
bestimmen. 

"> fia 



Ix 



"' H 



(a + bxy 
Ix 



dx=^ — 



Ix 



(a -f- bxy 



dx = — 



b(a-\- bx) 
Ix. 



+ i ^ 



26 (a + bx) 



2 



+ 



a6 a-\-hx 
1 



+ 



2aJ (a + hx) 

4- J^ l * - 
^ 2a»6 a + Äa; 
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") /(«- 



Ix 

(o -i-W)* 



dx = — 



Ix 1 



_j 1 . 4. .L_ 1. ^_ 

^ 3a»& (o + &r) ^ 3a»6 o + 6a; 



14) 



J (a 



Ix , Ix . 

• '^ — ~Jn — i)T (a + 6«)»-i "^ 



+ 



(o + Ja;) 
1 



(n — 1) oi [(n — 2) (a +""6a;)»-2 "^ (n — 3)" ä> + Sa;)— s 

1 



^,+ 



"^ (» "— 4) a* (o + 6ic)-* "*"••• 
• • • -r 2 . a— » (a 4- 6a;)« ^ 1 • o"-» (o + 6a;) 



+ 



+ 



\a + 6«) 



(« > 1). 



16) 



17) 
18) 
19) 
20) 

21) 

22) 



- - +2ri+3^'^ 
ix 1—yx 



(n — 1) a"-* 6 ' \a + 6a; 

J a^/a; U — ^/ 
f x"^ '€F 'dx^=x'^'€F — m / a;"*-^ -^ dx. 

j xe^ •dx = €^' {x — 1). 

1 x^'€f''dx = €^'(x^ — 2x-{-2), 

ix^^^^dx = ^. (a;» — ar« + 6a: — 6). 

/ x^'d''dx = ^'{x^ — 4^x^ + 12a;« — 24a; + 24). 

l x^'^'dx = ^'{x^ — 5a:* + 20a:3 — ßOa:« + 120a; -^120). 



x'^^e 'dx = ^ ' 2 (—1)^1?! {^Yx'^-P. 

psasO 

. /'^ • da; _ _ e^ 1 ^^ dx 
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Bei der Anwendung dieser Formel gelangt man schließlich 

zu dem Integral / dx, welches nur mit Hilfe einer unendlichen 

Reihe ermittelt werden kann. 

„.. P&^'dx &" f^e'dx 

^ J x^ X ' J X 

•^)/^-.*— l«'(iU^-)+^r-^• 



€^ • dx 



X 



p=sm—l 



29) f.^:P=-^. 2 \ + 



=1 VI I l-r"»-^ 

1 ^edx 

30) j a^ar^- dx. 

Es ist a"* = 6* • '''^. Wird nun x nla = £f gesetzt , so ver- 
wandelt sich das gegebene Integral in das folgende: 

r ZäS"»-H / '^"*^^'' welches nach den vorhergehenden Aufgaben 
ermittelt werden kann. 



§ 20. ^Integration von Ausdrücken, in welchen 
Logarithmen und trigonometrische Funktionen 

zugleich vorkommen. 



^\ r .^ , 6"^ (sin ic + a cos x) 

c/ 1 + a^ 

o\ r ^r • j ^"^ (a'sin ;r — cos x) 
2) j ^^.sina:.cto= f_|:^^2 • 



3) 



6) 



7) 



8) 



10) 



12) 
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f 



COS 



, ef"" cos "-*ic (n sin a: + a cos x) , 



+ - 4--1 — J~ • / c**^ . cos ""'^x-dx. 



4) I ^^ . cos ^x 



f 



, C cos a; (2 sin « -f- a cos a;) , 2e" 

. ax — -^--|_ ^ f- --^4-:p -»^ 



^, . , ef" cos *« (3 sin « + a cos x) 



+ 



+ 



/ 



9 + 0» 

6c" (sin a; + a cos x) 



c. cos 



+ 



. j c"* cos 'a; (4 sin a; + a cos x) . 
^■^ = 16+-^^"- + 

12e"^ cos X (2 sin x + a cos x) 24e^ 

(4 4- a«) (16 +"02) f" a (4 -f' eÖ (16 + a^) 



/^^ . ^ , 6«*sin"-^a;(asinic — wcosa;) , 
w* -j- a^ ' 



/ 



H >>-7--«r/ e^"" ün "^-^x ' dx. 

^^ . « , c<»^ sin a: (a sin a: — 2cosa;) , 2e^ 

4 + « a(4 + a2) 

^* • q j c*^ sin *a: (a sin ic — 3 cos x) . 

9 + a2 



, 6g^^ (g sin x — cos a;) 

+ ~(l + a^)(9+"a^ • 



/^^ • 1 j c*^ sm ^a: (a sin a; — 4 cos a;) , 
16 + «^ 
, 126*^ sin X (a sin a: — 2 cos a;) , 24^^ 

^ -(4ip-^(i6+"^) ^ ä (4 + «2) (16 + a- 

1 1 "1 r^*' ' ^ ^"^ [^ ^^^ ^ — ^ — ^^ ^^^ ^ -4- 

^ J cos"a: \n — l)(w — 2)cos'*""^a; ' 

g^ + (n — 2)^ re^'^'dx 
"^ X»* — 1) (w — 2) J cos »»-^^z; * 

/V' dx 6*»^ [g sin a: + (n — 2) cos x] , 
sin^ic (n — i)(n — 2)sin"-^a; 

a8 4 .(n — 2)^ Pe^'dx 
"*■ (w — 1) (n — 2) J "sin — ^a; " 



') 
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13) / 



14) Ce' 



^* cos "*~^a: sin "a; [a cos ic + (m + w) sin ic] . 

(w + ny + a^ 

— > — i — Tö 1 — « • / ^* COS "^^x sin ''-'^xdxA- 
(m + n)2 -[- a^ c/ 

, (m — 1) (m + w) /* ^^ ,^ « • „ j 
+ ^7 — 1- W , o ' / e^'cos"*"2a;sin"iceiz;. 

* . COS "*a; 'Sin^x 'dx = 



e^ COS "»a; sin '^-'^x [a sin a; — (w -j- w) cos x] 



15) / c«^ 



+ -? — i — w"i — «- • I ^* cos "^-^x sin "-^a; . dx + 

' (m + w)^ + a2 J 

, (w — l)(m + n) f»^^ „ . „ g , 
+ -^^ , \Q , — sr- I ^* cos "»a: sin "-2/p . (fo;, 

{m + ny + a^ J 



• cos "*ic . sin "ir . dr = 



e^ cos "»~^a; sin "-^o; (a sin ic cos o; + m sin ^a; — n cos ^a:) 



16) Tc« 



+ -7 — r^-^ö-T- --«- • 1 c"^ COS "*-^:r sin ""x ^dX'\- 
+ -7 — , rr I ö • I ^^ cos "^x sin "-2^; . dx. 



* • cos ^x ' sm'^x ' dx =^ 

€f^ cos "»~^ic sin """^a; (a cos a; sin a; + m sin ^x — n cos ^ic) , 

"" {m + n)2 + a^ ^ 

. m(m — 1) P „ . o 7 , 

' (m + n)2 + a2 J • 

, (n — w)(n + »» — 1) /* . o -» 

+ ^'— ^ — . xq , — ö- • I e^^ COS »"a; Sin "- 2ic da:. 
(w + n)2 + a2 J 

17) Jg^ • tang -X'dx= ^ tang^»-^ a; _ 

-— j- / c*»^ tang "-"^a; dx — / c«^ tang »-^^p . clx. 
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Das Integral / ef^ tang x dx, auf welches man hierbei ge- 
langt, kann nicht in endlicher Form bestimmt werden. 

18) / e^ ' tang ^X'dx= • [a tang x — 1] — a j e^ tang x • dx. 

19) je^ • tang ^X'dx = ^'e^ [tang -x^a tang a; + 1] + 

+ i (a^ — 2) Ce^ tanga; . dx. 



Kapitel V. 

Integration yon zwei- und mehrglledrigen DifFerentlal- 

ausdrücken. 

§ 21. Allgemeine Sätze. 

a. Zweigliedrige Differentialausdrücke. 

Bezeichnen M und N Funktionen der beiden unabhängigen 
Veränderlichen x und y, so ist der zweigliedrige Differential- 
ausdruck 

Mdx + Ndy 

nur dann das vollständige oder totale Differential einer 
Funktion u von x und y, wenn die sogenannte Integrabili- 
tätsbedingung erfüllt ist, d. h. wenn 

ist. Die zugehörige Funktion u wird dann gefunden durch die 
Formel 



u 



Mdx+j [N--^J Mdx]dy-\-C, 



wobei die oben am Integralzeichen stehende Variable angibt, daß 
im Integranden nur sie allein als variabel zu betrachten ist. 

b. Dreigliedrige Differentialausdrücke. 

Der dreigliedrige Differentialausdruck 

Mdx + Ndy + Pd0, 

worin M, N, P Funktionen der drei unabhängigen Veränderlichen 
X, y, z bedeuten, ist das vollständige Differential einer Funktion 
w von x^ y, ^, wenn die Integrabilitätsbedingungen 
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öM=ö^ aM=ap bN^dP 

öy 3^' ö« 9a;' ö« dy 

erfüllt sind. Die Fanktion u wird erhalten durch die Formel 
M = rMdx 4- r\N— ^ rMAi^ dy + 



1) du = 

u = 

2) dt« = 

te = 

3) du = 



§ 22. Beispiele. 

{x^ + 6y*) (fo + 4y» (6x — by)dy\ 

\x^ + 6:ry* — 4^^^ + C. 

(9a:«y» — a;«) da: + (9rc«y* + l — 28y'*) dy ; 

3a:V-ia:« + y-7y* + a 

(ic« + 2y* -j-xy) dx — (3xy + y-) dy ^ 



t^ 



y 



= ^(^-y)+.-^-- + c. 



4) dw = 



^+y 



^+y 



+ 



y 



a: + y ' 1 + xY 

1 



da; + 



+ 



e^-fy — 



+ 



iC 



+1 



5) du- 

U-. 

6) dw = 

u = 

7) dw = 



x+y ^ 1+^y 

e^+y — ? (a; + y) + arctang (xy) + y + (7. 



dy; 



tangy 



cos^o; 



ifo + 



X 



^ o tang a; + sin y 



o: tang y — y tang a; — cos y + C. 
a (xdx + ydy) , yda; — a;dy 



dy; 



ix' + y^ 
a y ic^ -P y ^ + arctang 

2y« 



+ "'Tä-T- / + ^^dy + ^ sin a: da;; 



4 +y-5 



x^ + y 

X 

y 

2xy^ 



ccosic-j-i^y^ + C'. 



da; — 



X 



a;+2y + 7 



dy; 



a;* — y 

-i^y-i^--ar^^°g y +(y-5)a;~y«-7y + a 



X 
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8) du = 



'2x — y , X — y 



.2 



ic* — y 



+ 



a;« 4- yi "T 



4« +% -2 


dx + 




"^ %-^Sx 


— iy — 


1 

y. 



<^y; 



u 



= l(x 



2 



-y') + i^jj V-^ + i^(^' + »*)-»rctaüg| 4- 



+ 2«» + 3xy + ~— 2y» - Zy + G 



9) du = 



+ 



Vi 2 y ^y 

yi-y - ^i» + y-^ - yfi^ij 



da; + 



/i — «« — 



xy 



X 



yi_y« + .^T^,^ + «'^2,-%« + 6 



%; 



« 



u^x'^1 — «/* — arctang + ^ V 1 — a;* -j- i sin 2y — 

— y' + öy + c. 



10) du = 



yi-y* + 



a;y 



Va;« + y» y 1 — a;» 



da; + 



+ 



yi_^«__-l^ +- 



a;«/ 



y 



Vi -2/« (a; + y^pä + y«) f x^ 4- y« 

+ ^ + 2y — 1 



+ 



<?y; 



«^ 



a;y 1 — y« + Z (a; + ^a:"^ + y«) + y V i — i« + e» + y« - 

-y+.c. 



11) dM = 



X a;' 



<ir-|- 



1 _y+y^*+j'' 

2y a;* 



%; 



2/ 



2 



M = '^-<fc2-i 



j/yi'*+y* .j^'+y^'+y 



2a;« 



X' 



-^l 



X 



-\-kiy^-c. 



12) du = 



y ^ x^ ' sin (2a;t/) 



d^c 



X 



2x 



1 ^ 

-4- — ci 4-5 
y- sin(2a:y) "^ a: ^ 



dy; 



X 



V 



u= -\-l tang (xy) — c-^ -]- sin ;r — 5y -f- C. 
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13) du = 



du 
u 



(y 4-^) dx + {x-:\- 0) dy-\-{x + y) dz, 
xy '\' xz -\- yz -\- C. 



^ AS j «j ax-^-bz j , b j 
14) du= -dx 's — dy-}- -dz-, 

) y y^ "^ ' y ' 



u 



ax + hz 

y 



dx 



15) dw=- + 



X 



1 

y 



z 



u = 



y^ + z^\ 



y 



dy + 



+ 



y 



y'^-\-z' 



+ ^ 



dz,, 



l (xyz) — arctang - + e^ + (7. 



16) du = 



2^ . .._i_ 



dx + 



T 



<^y + 



+ 






rf^r, r = y^c* + y* + •s'* ; 



u 



= f a;« + y« + ^» + aresin J + ^* + ^* + ^• 



17) dM = 



2a;;er 



2 ' 4 
2 



(,2_i). + ,. + 6^ + 42^+. 



ciz; + 



+ 



+ 



2yf 

(r« - 1)2 + 4^2 



+ 4a; 4" 2^/ — ^ 



% + 



l_(^2 + y2)^^2_2^_ 1 



dz, 



u 



18) dw = 



r = Yx^ + y''~+z^; 

= i arctang (^- ^ -) + 3^' + 4^2/+ j^ + y^ — y^ + 

+ Z^ + 7^ + C. 



1 

-X- e' 

r{z-\-r) f^2_^2y2 z 



dx-\- 



+ 



+ 



y 



X 



r {z + r) y ^2 _ ^2^2 



— smy 



äy + 



1 , ^y ^ , 

^ ' ziz^' — xY ^' 



ä;Sr^ 
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X 
yjry __ 

u = l{js-{-r) — aresin —--{-e'-^-cosy — sin^-e^ + C. 

19) Wann ist 

(% a;""» + ii y"* + Cj ;8rPi) dx + (a^ iC"« + K V"* + ^2 ^^) ^V + 
-f- («3 ic^ + ig ^ + ^8 ^'') ^-^ ßi^ vollständiges Differential ? 
Lös.: Mindestens einer der Exponenten muß =0 oder 
= 1 sein. 

20) Wann ist 

(a^ + ii a: + Ci y + dl ^ + ^i ^) da: + (ag + Ja a; + C2 y + ^2 ^ + 

ein vollständiges Differential und zu welcher Funktion u 
gehört dasselbe? 

Lös.: Es müssen die Bedingungen erfüllt sein: 
Ci = b^f dj = 63, e^ = 64, dg = Cg, e^ = c^, e^ = d^, dann ist 

«* = («1 ^ + «2 2^ + «8 -2^ + «4 + i (*i ^* + ^2 y ^ + ^3 ^^ + 
+ e^ t^) -{- X {c^y -{- d^z -{- ej) \- y {d,^z -{- e^f) -{- sie^t + C. 



Sohnoke's Aufgabensammlung. II. 



IL Bestimmte Integrale. 

Kapitel VI. 

Besttmmte Integrale. 

§ 23. Formeln und Lehrsätze. 

1. Eigentliche bestimmte Integrale. 

Ist das unbestimmte Integral | /* (a:) (?a; = F (o;) + c , so ist 
das bestimmte Integral 

f{x)dx = F(b) — F{a\ es entstellt also aus dem un- 
bestimmten, indem man für x die beiden Grenzwerte einsetzt und 
in der angegebenen Weise subtrahiert. 



Andrerseits ist 
II. / f{x)dx = U 



lim 



(^1 — ö)/'(^l) + (^2 — ^l)fM + 



+ . . . + {Xn^i — Xn-2) f (Xn-l) + (b — X,^i) f (ft) 

wenn man das Intervall a...b in die Teilintervalle a...x^y 

X\ • . • X^ ^ Xfi — 2 • . • **^/i^l , Xf^ — \ . • • C/ L61J.U. 

Für bestimmte Integrale gelten die Fundamentalformeln der 
unbestimmten, z. B. 

IIL J'\^^ {X) ± f, {x^dx = JVi {X) dx +jy, {X) dx, 

/ib ab 

Af(x)dx = A\ f (x) dx {A ist eine Konstante), 
a e/ a 
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V. I -j-V'dx^^luvl — I u 



ax 



Außerdem ist 



VI. rf{x)dx=— rf{x)dx, 

VII. rf{x)dx= tf{x)dx^ rf{x)dx. 

V a V a de 

Ist ff (t) eine eindeutige Funktion, die entweder nur wächst 
oder nur abnimmt (monoton), so ist, wenn x = ^{t) gesetzt wird 

VIII. / f{x)dx= I /*(y (O) -^^^j wobei ^o ^nd ^^ aus den 

Gleichungen 

y (t^) =za, ^{t^) = b zu bestimmen sind. 

Ist die Funktion ^ (t) nicht monqjton, so hat man die einzelnen 
Gebiete ins Auge zu fassen, in denen sie monoton ist. 

Ein Integral wird nach einem Parameter a, der nicht in 
den Grenzen vorkommt, diflferentiiert, in dem man den Integranden 
differentiiert. Vorausgesetzt ist, daß der Integrand nebst seinen 
ersten Ableitungen in bezug auf a und x zwischen den Inte- 
grationsgrenzen endlich und stetig ist. Dann ist also 

IX- -?- / f(x,a)dx=l x-dx. Ebenso ist 

X. / 1 I f{Xya)dx\da=j I i f{x,a)da\dx. 
Ferner ist 

:m.-^jy{x)dx =+f{b). 

Kommt in a, b und f (x) eine Größe c vor, so ist 

XIII. ^yi^)ä^=-m^+fi^)$+fjä.. 



2. Uneigentliche bestimmte Integrale. 

a) Ist in einem bestimmten Integral der Integrand für alle 
Werte von x, die zwischen den Grenzen a und b liegen, mit Aus- 

7* 
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nähme einer endlichen Anzahl derselben stetig, so läßt sich das 
Intervall a...b stets in solche Teilintervalle zerlegen, daß in 
jedem derselben nur ein Unstetigkeitspunkt vorkommt. Ein 
solches Teilintervall sei a...XQ...ß, wobei f{xQ) = oo. Dann 
definiert man: 

f{x)dx = lim\ f f(i ~ 

Sind 6 und ^ unabhängig voneinander, so läßt sich zeigen, 
daß nach dieser Definition das Integral einen Sinn hat, wenn 
a zwischen und 1 so gefunden werden kann, daß 



[x)dz-^ \ f (x) dx 



Um 



(x — XQyf{x)\ einen endlichen Wert hat. 



\X^sXo 



b) Wird ein Grenzwert oder beide unendlich, so definiert man 

lim\ j f(x)dx 



/oo 

/+00 \ f"^ 

f{x)dx = lim\ \ J{x)dx 



und 



Damit das Integral einen endlichen Wert hat, ist hinreichend. 



daß a so gefunden werden kann, daß Um 



x^ f {x) 



ar = oo 



0<a<l einen endlichen Wert hat oder zwischen endlichen 
Grenzen schwankt. 

Unter den verschiedenen Methoden zur Auswertung be- 
stimmter Integrale sind hervorzuheben: 

1) Ableitung aus unbestimmten Integralen, 

2) Differentiation unter dem Integralzeichen, 

3) Integration unter dem Integralzeichen, 

4) Reihenentwicklung unter dem Integralzeichen (siehe im 
folgenden Band). 

Ebenso wie bei unbestimmten Integralen wird die Substitu- 
tion neuer Veränderlicher, die partielle Integration usw. angewandt. 



§ 24. Auswertung bestimmter Integrale aus 

unbestimmten. 



1) jydx=^^ (§ 3, Aufg. 2)). 



» " • • • 
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= 1. 



/>b Jn+1 

n + 1 



Jw+i — a«+i 



'-^ = -l{n-\-l). . 
onx-\-a n 



-i-b^x 



5) f- 



10 



'>/> 

«'j:^ 



X^-j-l , 7t Jt Jt . TC fC 



s 



3a 



2 



12 -\- 



n 



3a* y3 



^^ /„ ^5^» '^ - ~ 3a 



^?2+ " 



3a /F 



10) T- 

«/ « 
12) t\a 



.2 



sqr^^^— y72. 



ir 



8 



(1+^ + ^*) 



2 



dx = \l% — 



OTT 



a;2)Pda; = 



18 /F 



V — a 



(2p + l)(2p-l)(2i)-3)...l 

(^ positiv und ganzzahlig). 



13) n^-^^.ä.=\ 

14) r 



8 — 3Z5 — 6 arctang2 



dx 



'^a^ — X' 



arcsm 



X 

a 



= aresin 1 — aresin = 



rc 



(Vgl. die Definition von aresin x^ Bd. I, pag. 10 f.) 
Dieses und die nächsten Integrale bis Nr. 20 ergeben sich 
aus den Beispielen auf S. 48. 
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■17) / , =Ao«.--. 

JoVa« — «* " 

-. /»" a^^'dx _ l-3-5....(2r — 1) ^^ ^ 
^JoV^^^^^'" 2.4.6. ..(2r) •"•2" 

/»« a;2r+i.<fo; 2.4.6....(2y) ,^. 

JoVa« — X« 1.3.5....(2r + l) 

Diese und das folgende Integral folgen aus Aufgabe 19) 
und 20) dieses Paragraphen, wenn man ^a^^x^ durch 



a^ — x"^ 



ersetzt. 



-^a^ — x^ 

r+^ = T~m + l — (^ + 1>^> ^iind w gerade). 



sm — — TT 



Anl.: Setzt man in Aufg. 74) auf pag. 17 für Pt und Qk die 
Werte ein, so folgt 



n-2 
=-2- 



/ "a;'»(to 2 x« 1 7/ 2 o /2Ä4-1 \ , 



i»0 

/2Ä; + 1 



+ l).C08(?^(m + l).r) 



*-"-=^ / /21fc + 1 



2 ^ /^ — *^°^ ( — -^"'^IX /2Ä!-I-1 \ 

Die erste Summe kann man schreiben: 



*- 2 
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11—2 



— |-te 2 cos('^y^(« + l)«) 



*- 2 



fa- 
«-2 



fasO 



n — 2 
Die Glieder für ä = und Tc = — ^— und entsprechend die 

andern zerstören sich in dem ersten Ausdruck geg:enseitig:. Für 
4r = + ^ verschwindet auch der zweite, 

/2Ä+1 \\ 
X — cosi — 7$\\ 

arctang | ^} 4, 1 \ | ^^^ ~ "^ ~2" ' ^^^^^ ^^^ \libng 



. /2Ä+1 \ 
iin — ' — 7t] 



2 



bleibt — 2 sin ( — ^t_ (,w _|_ i) ttJ 



ifc»0 

Durch Benutzung der Formel sin a = — ^. — läßt sich diese 

Summe leicht als geometrische Eeihe darstellen und summieren. 
Man erhält 

*=-2- IL 



TT ^ . /2Ä+1 . I IN \ W 

— >, Sin ' — (m 4- 1) ^ = -. — j-^v — - . 

Für a: = + 00 wird also dies der Wert des Integrals. 

Für x = verschwindet, wenn man das Integral in der 
ursprünglichen Form betrachtet, die erste Summe, die zweite wird 

-9 ^ (n — ih — 2)sin^^ ' — ^-^ — ' — -n. 

Auch hier zerstören sich entsprechende Glieder, sodaß für a; = 
der Ausdruck verschwindet. Also ist 
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/. 



1 + iC» 



n 



. /(m + l)7r\ 



n 



^'/J 



cos a; (ir = 1. 



TT 

72^ 



25) 1 sina:(ir = l. 

cos (^a; + 3) Ar = — [sin {p + g) — sin q\. 

^ 

sin {px + q)dx= [cos {p + q) — C0S2>]. 

P 



^«/. 



2" 



cos ^^x dx = 



I2n\ 

\n} 7t _1.3.5...(2n — 



1) n 



22» 



2.4.6.. .2n 






29) r si 



sin 2«a: d.r = — ^"'^ — ^ • -^ 



2 • 4 . . . 2w 



^ 2«4.i ^ _ 2 ■ 4 . . . 2n 

Q 3 • 5 . . . (2n + 1) 

7t 

^ 2 • 4 2w 

sin 2-f 1^ (ia; = "^ ^•••^'' 



31) £si. ■— -3.5...(2^+T) 

/TT 
sin ax sin ft^r cir = 0. 

33) I cos oa; cos hxdx=^0. 



n 



J Q 00^ ^ 5 



»^>/ 



TT 

^ da; 
, cos *« 



= |f2 + |-?tang(|-.) 
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36) r si 



7t 

T 

sin ^^x cos 2"a; dx = 



_ (-1)»* ^, ^,,/2m\ / 2n 

22m -\- 2n 

AssO 



2 (-1)« fr) („+!:-») 



ä^ n 



37) r--y— = --^ , wenn a->h\ 

J « ± * cos a; ^a^ — b^ ' -^ 

38) P — ^-^ = 0, wenn a« < b\ 

^ J Q a + bcosx ' ^ 



7t 



39) 1 — .-^^ = -j=^ arccos H , wenn a >> 6. 



TT 



40) / — r— 7 =-p=.^.r=n=^= — ^— ^ 9 wenn a<^&. 

Jo^ + ^cöso; |ri2_a2 \ a /' 



7t 



41) r_,-^_=i-. 
J A a + a cos a; a 



e/ 

TT 

^ da; 



42) f— ^— = 
J ^ — a cos a: 



oo 



/927t 



2?r (iz; 27r 



Jo a + icosrc + csina: y^2 j2 ^2 

7t 

"^ dx n 



">/.» 



Q a^ cos ^a; + 6^ gj^^ 2^ g y^ 



?r 



45) £ta«g-+'.ci. = |^-2^2 + 2;^± 



+ ... + (_l).-i. !+(_!)« 1Z2. 



?r 



46) £^tang-xd. = 2^-2-^4-3 + 2^^± 



±... + (-l)«->.-J-+(-l)'^. 
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cos bxdx ist unbestimmt , der Wert dieses Ausdrucks 

hängt davon ab, in welcher Weise die obere Grenze un- 
endlich wird. 

*48) C'^sinbxdx. DgL 



TT 

72' 



'49) / X tang xdx = 



/300 

* 



50) i sin ^x (ir = oo. 

/CO 
cos 2«a; dx = oo. 



7t 



62) i cos ma: • (cos ic)*" • dx = 



(2w)! 1 . mTt 

^ ^ sm 



(22_w2)(42 — m2)...[(2n)2 — m«] m "'" 2 
Anl.: Man integriere zweimal partiell. 



7t 

T 



53) 1 cos ma; . (cos a;)2«+i . dx = 



V 



(2w + l)! m/r 

^ ' ^ cos -TT- 



">/.' 



(12 — m«) (3« — m^) . . . . [(2« + 1)^ ~ m^J 



(m-fl)^' ^ 



/JOO 1 

*55) I c-«'efe = -i 



*56) I a:'"e*d^ = l — m4-w(w — 1) — ^(wt — 1) (^ — 2) +.. 



e/ — oo 



'57) f "^ e-«* cos Ja; d^ = ^ ^ , ^^ * (Vgl. pag. 89, Aufg. 81) u. 82).) 
'58) r°°c-'«*sm6a;da; = — g-T-yg. (DgL) 
59) I aresin a: cfcc = -^ — 1. 
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arc cosxdx^l. 



60) r 

c/ 

/»l TT 1 

61) I arctang xdx = -r- — s" ^ 2. 

/l TT 1 

arc cotang a:(ir = -j- + ^- ^ 2. 

63) I a:" arc sin a: dx = ^^-7 — r-^. r-^ I -r- — dx 

^Jo 2(n + l) n + lj,yi_^2 

n 1 1*3 ... w TT _ 

= o7 — TTV ^i-^ • ci-A TT • ^> wenn n ungerade, 

2(n + l) n-|-l 2-4. ..w + 1 2' ** 

TT 1 2-4.. .w , 

= TT? — T^iT 1 "T • ir~b i~T > Wenn w gerade., 

2(w+l) w + 1 lf3...w^-l' ^ 

64) I a?» arccos aj da; = — rr • ö"! n--^» 

^e/o n + 1 2-4. ..n+1 2' 

wenn n ungerade, 

1 2-4. ..w - 

Jo yi— «* 8 

cos« j TT* 



*66) r^E^ , 

e/o yi — a;« 8 

*67) r~-HJ^?/Är = 0. 

j/ 1 + a; ö 

>^ rc'arcsinrc 1 tt* 



70) r -?-^ 

. /''.fiarctenga; 1 2 TT 



8 
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§ 25. Differentation und Integration nach einem 
Parameter unter dem Integralzeichen. 



1) r af'''^'dx= — 



Wird die soeben genannte Gleichung in bezug auf n wieder- 
holt differentiiert, so ergibt sich 



2) f'a?^^.ilz).dx = -^, 
4) f a!^^.(lxy'dx = 



a:"-i ' (Ixy 'dx = -^ 



123 



5) r af-^'{lxy-dx=: 

6) r x^-^{lx)^dx=(—l) 



1.2.3-4 



w 



m! 



n"^-\-^ 



Wenn man die Gleichung 1) in bezug auf n wiederholt 
integriert und das erste Mal 1 und w, die folgenden Male 
dagegen und n als Grenzen für diese Integration wählt, 
so findet sich: 

n-l l 

-^ -dx^=ln. 






X 

n 



> dx=^nln — n. 



n 



2 



r» — 1 

X (ßy 



x{ixy 

n 



2 Ix 

8 



n 



. dx = '^-Zw 



\n\ 



n 



n 



8 



.(ir = ^w'Zn— -^^n^ 



x{lxy 2x(lxy 61 X 
Setzt man in den letzten Gleichungen a; = e-', so folgt: 

/)00 1 

e-^.dz= . 
^ 



/>oo 



er-^ — e 

z 



— n« 



. dz = In, 
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-) r[T 



l — e 



1 — nz 



.2 



")r[^'-;.+'^ 



.2 



3 — WZ 



w 



.d^ = ''^ . n — Jw^. 



*i5) rf"''' 



r—z 



n 



2 



c/o [ 6-^" 2-^2+ .3 






-WZ 



. d^ = |w^ . Zw — ^^n\ 



Setzt man in Aufg. 58), pag. 106 6 = 1, so ergibt sich 

/>oo 1 

a2 + l 

Wenn man diese Gleichung in bezug auf a diflferentiiert, 
so wird 



/»oo 



e-^ - xsinx ' dx = 



2 a 

(a2 + lj2 



e-«* . rc- sin a; . aa; = ^ ^ 



18) £ . -. _....- ^^,^j^3 

Wenn man die Gleichung 16) in bezug auf a zwischen 
den Grenzen und a integriert, so wird 

21) f — — • sin ^ • c£r = arctang a. 







X 



Setzt man hierin noch a = oo, so ist 



/»OO 



a 



23) / e-*^ . cos ^ . d^ = „— r ;. • 

Folgt aus Aufg. 57), pag. 106 wenn b = l. 

Die Gleichung 23), wiederholt in bezug auf a differentiiert, 
liefert 

/OO ^2 ^ 

e-^'^'Xcosx^dx = ^^-^ ' 



V 
/300 



25) j e-". x^ cos x-dx= h,?j_j^p- • 
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*26) I e-«* . a;' cos a; . dr = ^ , ^ , ^J — - • 

*o^N /""*«. 4 ^ 24a (a* — 10a« -I- 5) 
*27) I e-«* . a;* cos a: . da: = —?-^-T-T^i-^ — -' 

Wenn man die Gleichung 23) in bezug auf a zwischen 

den Grenzen und a integriert, so wird 

j^ ß— «* 

- . cos a; . dir = ^ Z (a* + 1). 



/900 



X 



*om r^ sin oa: ^ , x « 

* 29) I • 6-"^ . dx = arctang — 

Anl.: Der Wert dieses Integrals kann dadurch gefunden 
werden , daß man beide Seiten der Gleichung 58), pag. 106 
nach a zwischen den Grenzen a = m und a = + «^ in- 
tegriert und hierauf a für & schreibt. 

dx= + ~^,3e nachdem a positiv oder negativ ist. 

*oi\ /'^^ sin oa: COS 6a; , tt -^r^A 

*31) I dx:=-^^ wenn a>J>0. 

Anl.: Nach Aufg. 30) ist J^'-^-C^-ti)^ da; = .J und 

^ '' (& = --. Durch Addition ergibt sich das 



"^ /. 



Jo a; ™ 2 

gesuchte Resultat, durch Subtraktion: 

^ sin 6a: cos aa; j ^ ^ l ^ /v 
— da; = 0, a>6>0. 



X 



/^°° cos aaj , 7t _ 

An].: Werden beide Seiten der Aufgabe 58), pag. 106 

cos 6 
mit —j-dh multipliziert und hierauf nach h zwischen den 

Grenzen 6=0 und 6 = + co integriert, so ergibt sich 

/^°°r ^, /'^^ sin 6a; cos 6 ,,] , f^^ cos 6 „ 

Vgl. die Sätze über mehrfache Integrale im folgenden Bande. 

Die Integration in bezug auf x kann in der Weise aus- 
geführt werden, daß man zuerst von a; = bis a; = 1 und 
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hernach von x = l bis a; = oo integriert. Bei der ersteren 

dieser Integrationen {x < 1) ist I r db = 0; (vgl. 

Aufg. 32) ) bei der zweiten dagegen (x > 1) ist dasselbe In- 
tegral =-ö-* Es ist somit 

•* ^ 1 * f °° a cos 6 ,, TT ^ 
woraus weiter folgt f ^ , ,3 - . a6 = ^- 6-«. 

Wird in der letzten Gleichung ft = aa;, d6 = ada; gesetzt, 
so ergibt sich die verlangte Formel. 

o>i\ /^^ cosaa; , u ± 

oc:\ Z'^® sin Ja; — sinc^r ^^ , . a(6 — c) 

35) I e-"^ ' ax = ar ctang — ^ , ^ • 

Anl.: Der Wert dieses Integrals kann dadurch erhalten 
werden, daß man beide Seiten der Gleichung 67), pag. 106 
in bezug auf b zwischen den Grenzen b = c und 6 = 6 
integriert. (Vgl. Aufg. 29).) 

/^^ cos ex — cos bx __^ ^ ^ j a^-\-b^ 




86) / i «-"■<fc = i'^.+^. 



'" /. 



Dieses Integral ergibt sich auf gleiche Weise aus Auf- 
gabe 58) wie das vorhergehende aus Aufg. 57). 

. COS aX'dx = ^l —2^" 2 * (Nach Aufg. 57).) 



* 



38) 1 ' smax - ax = arctang 2—1-7-^ 



(Nach Aufg. 58).) 



. ax = l — 

Q X c 



^1) j ^ (^ä^a;«) • cos oa; . dx = — (c-~ — c-»«). 
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A n 1. : Man setze in Aufg. 34) — an die Stelle von p und 

integriere nach der Konstanten p zwischen den Grenzen 
p = c und p = b. 

n 

7t 

43) f-*£?t±«£(?*^i^d.: = -;?(! + «)■ 
c/ tang X £i 

AnL: Man integriere beide Seiten der vorhergehenden 
Gleichung in bezug auf a zwischen den Grenzen a = 
nnd a=ia. 



n 



= ^- Z 2. AnL: Man setze in Aufg. 43) a = 1. 

tangic 2 ^ 

TT 

Z sin ic . da; = — ö^ 2. 
AnL: Die Methode der teilweisen Integration liefert 

7t 7t 7t 

I T = Xl^lTLX\ — I ISITLX ' dX = -^ 12. 

Jotanga; [ Jo Jo 2 ' 

woraus sich der Wert des vorgelegten Integrals sofort ergibt. 

sin a; . ete = — 7tl2, 



/\7t 
Isi 




AnL: Dieses Integral kann aus Aufg. 45) abgeleitet 
werden. 



7t 



p2 ^ 

47) I lcosxdx = — 12. 

48) C"" l {1 + cos x) ' dx = — nl 2. 

49) I 1(1 — cosx) ' dx = — TT ? 2. 

50) a) / Z (1 + 2a cos x-^a'^) - dx = 0, wenn a abs. < 1. 
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ß) j l{l-\'2acosx-\-a'^) ' dx = 7tla^, wenn a abs. >!. 

Anl.: Das vorgelegte Integral kann dadurch bestimmt 
werden, daß man dasselbe zunächst nach a differentiiert^ 
hierauf die Integration in b.ezug auf x zwischen den ge- 
gebenen Grenzen ausführt und das so erhaltene Resultat 
wieder nach a integriert. Bei der letzteren Integration sind 
im Falle a<Cl a = und a = a, im Falle a>l dagegen 
a = l und a = a als Integrationsgrenzen zu wählen. 

Isinx 



« £' 1 



+ 2a cos x-\- a' 



Isinx 
-{- 2a cos x-fa' 



ax= ^ — 2 • if — ^ ~ 
1 — a^ 2 



wenn a abs. <!. 



, 7t -. a 

rt:z; = - l- 

a^ — 1 



2 



2a^ ' 
wenn a abs.>>l. 

Anl.: Mit Hilfe der Methode der teilweisen Integration 
erhält man zunächst 
^ if sin a; 



/. 



Q 1 + 2a COS :z: + a^ 

J 1 + a 



dx = 



dx 

^ + 2a cos X 

/'^\ ^ P dx 

[cotang^J i^p^ - 



7C 



Jo 



dx. 



+ 2a cos a: 
Der erste Ausdruck wird (vgl. pag. 72 Aufg. 54/J)) 



Für x = wird 



er unbestimmt, sein wahrer Wert ergibt sich nach be- 
kannten Methoden =0. 

2 
1 — a^ 



Z sin ic • arctang ( ^ ^^ tang -^ j 



x = n 



TC 
1 — Ö^ 



Zsin^ 



Xi=7t 



/. 



Also ist 
^ Z sin a; 



7t 



1 + 2a COS ;r + a^ 1 — «^ 



Zsinrc 



a: = 7r 



— -j^ _^ / cotang X . arctang ( ^-^ ^ tang gl cia;. 



Sohncke's Aufgabensammlung. IL 



8 
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Um das letztere Integral zu ermitteln, differentiiere man 
dasselbe nach der Eonstanten a und führe darauf die Inte- 
gration nach X zwischen den gegebenen Grenzen aus, wo- 
durch sich ergibt 

^ J'cotang x . arctang (} - ^ang ^ ) dr = 

^ /''^ cotang X ' tang \x - dx aTt 

~""''Jo(l + a)"^ + (l — a)2t8LngH^~T— a^' 

Werden beide Seiten dieser Gleichung nach der Multipli- 
kation mit da wieder in bezug auf a integriert und zwar, 
wenn a<^l ist, zwischen den Grenzen a = und a = aj 
so folgt 

/7t /i — a x\ ^ 

cotang X ' arctang I . , tang ^\dx — 



*£ 



7t TZ 

X cotang xax=^ — ^ Z (1 — a^), oder 



/, 



cotang X ' arctang ( , tang -^ I dx =;. 

M -[- a ^ 



=i 



l (1 — a«) = 



] 7t fiTt j 

?sina; — ^1 l^inxdx — 

.0 ft/ 



Es wird demnach 

f^^ Ismx 'dx 71 

/ 1 + 2a cos a; + a^ 1 — a^ 



{sin:r 



a' 



7t 

2 



Isinx 



7t 



X^Tt 



7t 



1 — 



— "^ l 



a 



2 



Ist der Wert des vorgelegten Integrals für den Fall 
a<l gefunden, so kann daraus auch der Wert desselben 

für den Fall a>>l mittels der Substitution a= ,, wo 

a' ' 

a* <[ 1, abgeleitet werden. 



— 115 



52) /''•' ^ 1 + 2« cos a; + a^ ^^^^ 
J 1 -j^ 2a cos «a; -j- a* 

cLo\ Z'^'' * . j l + 2acosa; + a- , 

53) J ^ cota.g i^ . Z -^ :_^ 2^ -^^^ ^^ + «^ * ^^ = 



0. 



§ 26. Sätze über näherungsweise Berechnung 

bestimmter Integrale. 

um den Wert des bestimmten Integrales / f{x)dx, welches 

den Flächeninhalt der Kurve y = f{x) in dem Intervalle von 
x = a bis x = b repräsentiert, näherungsweise auszurechnen, kann 
man sich das Intervall in n gleiche Teile geteilt denken. Die 
Teilpunkte mögen mit x^^a, x^, x^, ... Xn = b und die zuge- 
hörigen Ordinaten der Kurve mit j/o? 2/i> Vu • • • ^^ bezeichnet 
werden. An die Stelle eines jeden so erhaltenen Flächenstreifens 
kann nun ein geradlinig begrenztes Trapez gesetzt werden, dessen 
Höhe gleich der Breite des betreffenden Streifens und dessen 
parallele Seiten die zwei den Flächenstreifen begrenzenden Ordi- 
naten sind. Dann gilt näherungsweise die Formel 



/ ydx = 



i (2/o + 2/1 ) + i (2/1 + 2/2 ) + •••• + 



+ i (y«-i + yn) 



b — a 
n 



^(yo + yn) + yi+y2 + '" + 



+ y«-i 



b — a 
n 



Ein anderes Verfahren besteht darin, daß der Kurve 2/=/" (a;) 
eine Parabel wter Ordnung substituiert wird, welche mit der ge- 
gebenen Kurve (n -j- 1) beliebige Punkte Xq = a, y^ ; x^^, «/^ ; 
..,Xn = b,yn gemein hat. Die Gleichung dieser Parabel lautet, 
wenn zur Abkürzung 

{X Xq) (x — Xj^) ... {X — Xn) = \p {X) 

gesetzt wird: 

8* 
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Y = 






+ 



xlj{x) 



yn, 



Xfj* (Xn) {X — X^) 

(Interpolationsformel von Lagrange). 

Ist nämlich Xt irgend einer der Werte ^^ . . . a:„ , so ver- 
schwindet ilj{Xk), mithin jeder der Koeffizienten von yi...yn 
außer dem von y*. Dieser tritt in der unbestimmten Form 

xlj{x) 



Um 



Xp' {Xk) {x — Xt) 



X=Xj^ 



auf, ist also = 1. Mithin hat F für a; = xi 



den Wert yt, was ja verlangt war. 

Es darf daher näherungsweise gesetzt werden 

Ydx = 



/ydx= I 
a e/ a 

/>* 1// (x) dx /^^ xp {x) dx 

allj'{Xo){x^X,)-^^'J, 



+ ...+ 



ifj (x) dx 

Xp' (Xn) (X — Xn) ~ 

= yo^ + yiA + '" + ynAn, 

WO J-o , ^j , ... An konstante Zahlen sind, die nur von der ge- 
wählten Einteilung des Intervalles abhängen. Der Einfachheit 
wegen werden die Teile meist einander gleich gemacht. 



Anmerkung: Zur leichten Bildung von ip'ix) „ „ dient 
folgende Bemerkung. Es ist 

llj{x) = (x — Xi){x — X^) ... (X—Xn) 

\p*X = (X — X^) (X X^)-{- ..,{X — Xn) + 

+ (X — X^) (X — X.^) -}- . . . (X — Xn) + 

-\-{x — X^) (X — X.2) ,..(X — Xn^i). 

Für x = Xk fallen alle Summanden fort außer dem, der xjt 
nicht enthält. Somit ist 

Ip' (Xi) = [{X — Xi){x — x.2) .,.{X — Xk-i) (X — Xi^i) ..,{X~ Xn)]x^j^. 

Bei Voraussetzung gleicher Teile folgt für w = 2, in welchem 
Falle die Parabel eine gewöhnliche ist, 

ip(x) = x{x — ^){x — l), A,= f\2x^-3x + l)dx = -i-l 

eJ 
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indem das Intervall als Einheit und sein Anfangspunkt als An- 
fangspunkt der Zählung gewählt wird. Ebenso findet sich 

so daß man hat 

1) j j^^ivo + ^vi+y^) ^^• 

(Simpsonsche Regel.) 

Wird das Intervall allgemein in 2n gleiche Teile geteilt und 
auf den ersten und zweiten, den dritten und vierten Teil etc. die 
Simpsonsche Regel angewendet, so ergibt sich 

2) j jdx = [{y^+y2n) + ^{yx +2^8 +2/5 + •• • + y2«-i) + 

+ 2(«/2 + y4 + --. + 2/2.-2)] ^^• 

Falls das Intervall in drei gleiche Teile geteilt wird, wenn 
also n = 3 ist, so wird durch eine Rechnung, welche der zur 
Herleitung der Formel 1) ganz analog ist, gefunden 

^ t/dte = (2/o + 3yi + 3y2+i/8) g . 

Für w = 4 ergibt sich noch 

4) /%*r = (7yo + 32t/, + 12t/, + 32i/3 + 7yJ*~^. 

Die Koordinaten |, 1? des Schwerpunktes einer Fläche, welche 
durch die Kurve y=zf(x), die Abszissenaxe und die Geraden 
x = aj x = b begrenzt ist, werden nach der Simpsonschen Regel 
näherungsweise durch folgende Formeln bestimmt: 

0.t/o+1.4.i/j+2.2.2/2+3-4.2/8+4-2.2/4+...+2w.2/2„ b—a 



5) ? = 



Vo + 4«/i + 2y^ + 4t/8 + 2t/4 + ... + y2n 2n 



10 = 1. 

' 2/0 + 4^1 + 2t/2 + 41/3 + ... + y-in 



§ 27. Beispiele zu § 26. 
1) Man berechne näherungsweise mit Hilfe der Formeln des vor- 

= ü 3 = 1,0986124 .. . 

1 + ^ 
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Lös. a) Nach Formel 1) findet sich /=(1.1 +44 + ^).| = 
= V = 1,11 . . . Der Fehler f ist demnach /" = + 0,0124987. 
ß) Die Formel 3) liefert J= (1 + 3;. | + 3 • f + i) • f = 

= 1,1047619 
/•= + 0,0061495. 
y) Die Formel 4) ergibt J= (7 + 32 • | + 12 . ^^ + 32 • | + 

+ 7 4) ,\ = 1,0992591 
/•= + 0,0006467 
S) Nach Formel 2) für n = 6 erhält man 

J = 1,0986362 
/•= + 0,0000238. 

2) Man berechne a) die zwischen der Kurve y = l-\-x — x^ -\- 
+ a;^, der Abszissenachse und den Geraden x^O und X'=l 
enthaltene Fläche F; 

/^) das statische Moment M dieser Fläche in bezug auf die 
F-Achse. 
Lös. a) In diesem Falle liefert die Simpsonsche Regel das 
genaue Resultat F=\^. 
ß) Die Formel 4) § 26 ergibt den ebenfalls genauen Wert 

3) Es soll mit Anwendung der Formel 5) § 26 für w = 3 nähe- 
rungsweise der Schwerpunkt (?, ij) der Fläche bestimmt 

X 

werden , welche von der Kurve 2/ = i i 2 ^^^ der Ab- 

szissenachse begrenzt wird und von x = bis a; = 1 reicht. 

Lös. ? = 0,620; ?j = 0,206. 
Die genauen Werte sind § = 0,6192099 . . ., 1? = 0,2058712 . . . 

4) Man bestimme den Schwerpunkt (§, yj) der Fläche, welche 

durch die Parabel t^ = a 1 1 — ^^j und die positiven Koordi- 
natenachsen begrenzt wird. 

/b pb 

xy dx I y^ dx 

l y dx I ydx 

Nun ergibt die Simpsonsche Regel das genaue Resultat 

/ydx = \ ab. 
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Nach Formel 4) § 26 wird ebenfalls genau 

/ib rib 

J 

Demnach ist § = | i, ij = | a. 

5) Es sei J= C^~J-^ = i^ = 0,52359877 mit Hilfe der 

Formel 2) § 26, in welcher n = b angenommen werden möge, 
näherungsweise zu berechnen. 

Lös. Man findet 6^=0,52359925 und es ist demnach 

/^= + 0,00000048. 

6) Man berechne auf dieselbe "Weise 

J= f log. vulg. xdx = 0,1677655. 
Lös. «7=0,16776510, /*= — 0,0000004. 

7) Die Kurve y = ^-,—0 rotiere um die X-Achse. Man be- 

stimme näherungsweise den von x = bis x=:l reichenden 
körperlichen Inhalt J der so erzeugten Eotationsoberfläche. 
Lös. Der durch Integration gefundene Wert ist 

e7= 1,5557781... 
Man findet dagegen nach Formel 1) des vorhergehenden §: 

J= 1,592, /•= + 0,036, 
nach 3) : J = 1,574, /" = + 0,018, 
nach 4): e7= 1,5585, /*= + 0,0027, 
nach 2) für w = 2: J= 1,5606, /"= + 0,0048. 

8) Es bezeichne f{x) eine ganze Funktion der Variablen x. 
Von welchem Grade darf dieselbe höchstens sein, wenn 
durch die Simpsonsche Regel, resp. durch die Formeln 3) 
und 4) des vorhergehenden Paragraphen der Wert des In- 
tegrales 1 f (x) dx genau dargestellt werden soll ? 



Kapitel VII. 
Geometrische Anirendungen der bestimmten Integral«. 

§ 28. Allgemeine Formeln. 

Eine ebene Knrre ist darch die Gleichung 

y^f{x) oder durch die beiden Gleichungen 

z = (p (t), y ^ rp (t) analytisch bestimmt (s. Bd. I, pag, 165). 

a) 1) Die Fläche, welche zwischen der Äbszissenachse, den 

beiden zn a: = a;, (( = t^) nnd x = Xg{t = t^) gehörenden Ordinalen 

nnd dem durch diese Ordinalen begrenzten Bogen der Kurve 

liegt, hat den Inhalt 



r 



2) Ihr Schwerpunkt hat die Koordinaten 
F F 



S = " 
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Xi 



if- 



dx 
dt 



y - dt 



y^ dx 

^— F ~~ F 

3) Der die Fläche 1) begrenzende Kurven bogen hat die 
Länge 

4) Der Schwerpunkt des Kurvenbogens ist be- 
stimmt durch 



§ = 



/>y 



+(ir- f'WU'Si 



dt 



s 



jy^^ 



+(tr- f:Mth&^ 



5) Der Rotationskörper, entstanden durch Drehung der 
Fläche 1) um die X-Achse, hat den Inhalt 



/ix-i ritt 

y^dx= 7t l y 







6) Der Schwerpunkt des Rotationskörpers 5) ist 
gegeben dui-ch 

/)Xt 
xy-dx 
Xi 



1= 



= "/. ■ 



^ ^^ dt ^^» ^ = 0, C = 0. 



7) Die Oberfläche des Rotationskörpers 5) ist 
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Q = 27tJ\\l 1 + 



8) Der Schwerpunkt der Rotationsfläche 7) hat die 
Koordinaten 

>/2 _ / 



^ = 



<«'yi+©""^ <-yfö'+(*r* 



9) Der Rotationskörper, entstanden durch Rotation der 
Fläche 1) um die F- Achse, hat den Inhalt 



/= 27t I xy dx = 2Tt 1 xy ^- dt. 




b) 1) Die Fläche, welche zwischen der Ordinatenachse, den 
bei den zu y = y^ (^ = ^i) und y = y^{t=z t^) gehörenden Parallelen 
zur Abszissenachse und dem durch diese abgeschnittenen Bogen 
liegt, hat den Inhalt 

xäy, 

Vi 

m 

2) Ihr Schwerpunkt bat die Koordinaten 



F 
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x^ dy 

_ Vi 

5— F 



xydy 

F 
3) Der die Fläche begrenzende Eurvenbogen hat die Länge 



r,^-" 



4) Der Schwerpunkt des Kurvenbogens hat die Koordinaten 

s= — - — -? 

' s 

5) Der Rotationskörper, entstanden durch Rotation der 
Fläche 1) um die F-Achse, hat den Inhalt 

x^dy. 

Vi 

6) Sein Schwerpunkt ist gegeben durch: 

1 = 0, ri=r\^ydy,^ = 0. 

V Vi 

7) Die Oberfläche des Rotationskörpers ist 

8) Der Schwerpunkt der Rotationsfläche hat die Koordinaten 

9) Der Rotationskörper, entstanden durch Drehung der 
Fläche 1) um die X-Achse, hat den Inhalt 

xy dy. 

Vi 

Die Figuren zu b) 1)— 9) entsprechen genau denen zu a) 1) — 9). 
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Ist die Fläche a 1) oder b 1) nicht durch die Abszissen — 
oder Ordinatenachse, sondern durch eine andere gegebene Kurve 
begrenzt, so beachte man den Satz: 

Wird von einem Raumgebilde (Körper, Fläche, Linie), dessen 
Inhalt, Oberfläche oder Länge ^a ist, und das den Schwerpunkt 
^, ij, C hat, ein entsprechendes Eaumgebilde abgetrennt, dessen 
Inhalt oder Oberfläche oder Länge = a^ ist, und das den Schwer- 
punkt $1, ?yj, Tj besitzt, so sind die entsprechenden Größen a^ und 
2? '?2? ^2 des Eestgebildes bestimmt durch die Gleichungen 




«2 ^2 =«^ 

«2»?2 = 



a. 



arj 



a^L =aZ 



"2 b2 



«1& 



z. B. ist in a 1) J; = F — F^, in a2) ^^ F, = ^F— ^^ F^ u. entspr. 
c) Ist die Kurve durch eine Gleichung zwischen Polarkoor- 
dinaten gegeben, so wird der Flächeninhalt S eines Sektors, 
welcher von zwei Leitstrahlen q) = (fi und (p = 9>2 ^^^ dem 
dazwischenliegenden Kurvenbogen begrenzt wird 
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S 



/KP« 



und die Länge des zugehörigen Kurvenbogens 



'<y 



^2_j_ 



Idr 
\d(p 







dr 



) +ldr. 



d) Die Länge s des Bogens einer Raumkurve 

y = V2 {^\ 

^ = ^3 (^), welcher zwischen den Punkten x^^ y^, z^ und 
^2,y2i^2 liegt, ist 




A— X 



*^---ji -' 



r 



die Schwerpunktskoordinaten sind bestimmt durch 




















+© + 






) d<. 



e) Guldinsche Regel. 

Man beweise, a) daß der Kubikinhalt des Körpers, der ent- 
steht, wenn eine gegebene Fläche um eine gegebene feste Gerade 
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als Achse rotiert, gleich ist dem Produkt aus dem quadratischen 
Inhalt der rotierenden Fläche in den Weg, den der Schwerpunkt 
derselben bei dieser Bewegung beschreibt; b) daß der Inhalt der 
krummen Oberfläche des genannten Körpers erhalten wird, indem 
man die Länge des die rotierende Fläche begrenzenden Kurven- 
bogens mit dem Wege multipliziert, den der Schwerpunkt des- 
selben bei dieser Rotation zurücklegt. 

Diejenigen der nachfolgenden Aufgaben, welche sich ent- 
weder auf die Bestimmung des Kubikinhaltes eines Rotations- 
körpers oder auf die Bestimmung des Flächeninhaltes der 
krummen Oberfläche desselben beziehen, mögen zur Üb.ung sowohl 
durch direkte Integration, als auch mit Hilfe der Guldinschen 
Regel gelöst werden. 



§ 29. Anwendungen auf spezielle Probleme. 

1. Kegelschnitte. 

1) Untersuchung der Parabel in bezug auf die hierher ge- 
hörigen Eigenschaften. 

Die Parabel kann dargestellt werden entweder durch die eine 
Gleichung 

y« = 2px (s. Bd. I, S. 193), 

oder durch die beiden zusammengehörigen Gleichungen 




welche die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Kurve als 
Funktionen einer dritten Veränderlichen t erscheinen lassen, 
a) Die Fläche, welche durch die vorgelegte Parabel, die^ 
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Abszissenachse und die zwei zu den Abszissen x^ und x^ ge- 
hörigen Parabelordinaten begrenzt wird, hat den Inhalt 

ydx =1 ^j2pxdx = ^ {x^ y^ — x^ y^). 

Xi c/ Xi 

Wird sie vom Scheitel der Parabel aus gerechnet, so ist in 
diesem Integrale die untere Grenze Xj^=0 und der betreflfende 
Inhalt daher gleich ix.^y^, d. h. 1 des aus x.2 und y^ gebildeten 
Rechtecks. 

Da die Gleichung der Parabel in bezug auf ein schiefwink- 
liges Koordinatensystem (Durchmesser und zugehörige Tangente) 
die Form y^ = 2px beibehält, so ist auch der Inhalt der Fläche, 
die von der Abszissenachse, der Ordinate y und dem Parabel- 
bogen begrenzt wird, | von dem aus x und y gebildeten Pa- 
rallelogramm. 

b) Die Länge s des Parabelbogens von x^ bis X2 wird 



9 



-/>Ö^+(f)^^-^/>+^^^^ 



Setzt man hierin ^i = , tg^t, wird also der Bogen vom 
Scheitel aus bis zu einem beliebigen Kurvenpuukte gerechnet, 
so folgt: 



c) Der Schwerpunkt der in a) genannten, vom Scheitel aus 
gerechneten Parabelfläche hat die Koordinaten 

^^i^i, '? = ! y22)a:; = |yj. 

d) Für die Koordinaten des Schwerpunktes des von seinem 
Scheitel aus bis zu x^=^x resp. t^^^^t gerechneten Parabelbogens 
findet man 

1 



^ 16s, 



t (p + in i2p+it^ -p^ l 2' + f ^ ^^" 

y2p 



1 



{p -\- 2f) j/p* + 2pi'' — p* 
e) Wenn man sich die Parabel um ihre Achse als Sotations- 
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achse gedreht denkt, so entsteht ein Rotationsparaboloid , dessen 
krumme Oberfläche, vom Scheitel aus bis zu von x^=x ge- 
rechnet, folgenden Flächeninhalt besitzt: 

= i7t[{2x+p) i2px -fV^—p^] = 

= in[{2x-\-p)yY'+p'-p'l 
f) Der Schwerpunkt der soeben genannten Oberfläche liegt 

auf der Rotationsachse, und seine Entfernung § vom Scheitel ist 

(6^^ -\-px — p^)i2px-{- p'^ + P^ 
{2x+p)i2px + p^ — p^ 



§ = i 



g) Das Rotationsparaboloid hat den körperlichen Inhalt 

J == jcpx^, 

h) Der Schwerpunkt desselben liegt auf der Rotationsachse; 
seine Entfernung vom Scheitel ist ^ = ^x. 

Da dieser Ausdruck p nicht mehr enthält, so hat der Schwer- 
punkt aller Rotationsparaboloide von derselben Höhe (x) den- 
selben Abstand vom Scheitel. 

2) Untersuchung der Ellipse. 
Die Achsengleichung der Ellipse lautet: 

X' 



a 



2 2 7v 

\ + x-o = 1 oder y = - fa^^^x\ (S. Bd. I, S. .195.) 



a 



Häufig ist es jedoch zweckmäßig, diese eine Gleichung durch die 
beiden folgenden zu ersetzen 

x = asm% y = h cos y, 
in welchen tp eine neue Veränderliche bezeichnet. (S. Bd. I, S. 197.) 

IT 




a) Der Flächenraum JP, welcher zwischen der Ellipse, der 
Abszissen achse und den beiden zu x = x^ und x^=x^ gehörenden 
EUipsenordinaten liegt, hat zum Ausdruck 
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cos ^g) d<p = ab 



^2 ~ £i 4_ sin 29)2 — sin 2y , 

2 I"" "■ 4r ~ 



Setzt man hierin 9)^ = 0, SP2 = i ^» so erhält man als Inhalt des 
Ellipsenquadranten \ah7t', demnach ist der Flächeninhalt der 
ganzen Ellipse = oft ;r. 

b) Die Berechnung des Ellipsenbogens fuhrt auf elliptische 
Integrale. 

c) Der Schwerpunkt der in a) genannten Fläche hat die 
Koordinaten 



? = |a 



cos Vi — cos V2 



9-2 — ^1 + i (sin 2(p^ — sin 2(p^) ' 



^ j sin (f^ — sin y^ — \ ( sin «y^ — s in Vi) 

^2 — ^1 + i (sin 2y^ — sin 2(p^) ' 

Setzt mau y, =0, (p^=^\7t, so erhält man für den Schwerpunkt 

4a 46 

des elliptischen Quadranten die Koordinaten | = 0— ? ^ = ö~ * 

d) Der Schwerpunkt des zwischen x^ und x^ liegenden Bogens 
ist bestimmt durch 



g = - 



a^ 
2s 



1 ß2 

COS y y 1 — e^ sin V H — l{eco^(p-\- 



1/ 



+ yi — c^sin V) 



(jpg 



sin y V^l — e^ sin ^y -[- aresin {e sin y) 



<P2 



Vi 



; wenn 5 die 



ab 

Bogenlänge bezeichnet. 

Setzt man hierin yi=0 und q)^=^7t, so erhält man für 
den Schwerpunkt des vierten Teils des Umfangs der Ellipse, wenn 
dessen Länge mit s^ bezeichnet wird: 

2 r 1 ß2 

1 — -- ^ Z 



§ = 



a' 



2^1 

ab 
2s\ 



l/i 



— e 



yi -62+ ^ 



arcsin e 



e) Der kubische Inhalt J des Körpers, der durch Umdrehung 
der in a) genannten Fläche um die X-Achse entsteht, wird 



J=db''7t 



sin y — I sin *y 



92 6 

= TT - 



qoi 



a 



2 



a^a; — \x 



8 



•r« 



•Ti 



Sohncke's Aufgabensammlung. II. 
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Setzt man hierin Xi=0 und x^ = a, resp. y , = 0, y 2 = i ^j so 
erhält man für den kubischen Inhalt J^ der Hälfte des Rotations- 
ellipsoids 

f ) Der Inhalt ß der krummen Oberfläche des in der vorigen 
Nummer e) erwähnten Umdrehungskörpers hat zum Ausdruck 



2 = ahn 



sin y } 1 — e^ sin ^y + aresin {e sin y) 



9\ 



Setzt man hierin ^i =^ und y ^ = i ^ > so erhält man als 
Oberfläche des halben Rotationsellipsoids 



Q^=ahn 



y 1 — e^ -\- aresin e 




g) Der kubische Inhalt J des Körpers, der entsteht, wenn 
ein Ellipsenquadrant um die Y-Achse rotiert, ist 

x^dy = — a^bn I sin*ydy== 

V ^ 

2 

r 10 

= a^b7i cosy — ^cos*^) 



71 

2 



= -|a2ft7r. 



h) Der Inhalt £ der krummen Oberfläche des in voriger 
Nummer genannten Rotationsellipsoids wird 

£ = 2rc I xds = 2a7t I sin y y a^ cos ^^ + b^ sin V ^^ = 



jri=sO 



= — 2a2c7r 



TT 



j ^l/cosV+ g2^ d(cosy) = 
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= — a^ 7t 



COS y y 1 — c^ sin V + ? (c cos y + 



+ y 1 — ^2 sin V 



TT 
2 



TT 



i2 



«•+7'}'l 



- e 



^ 



i) Der Schwerpunkt des in e) genannten Körpers liegt auf 
der Kotationsachse, und seine Entfernung vom Anfangspunkt der 
Koordinaten ist 

a cos *^2 — cos ^^1 

4 sin (f^ — sin tp^ — \ (sin ^(p^ — sin ^(f^) 

Setzt man hierin ^1=0 und ^2 = 1^7 so wird die bezügliche 
Koordinate des Schwerpunkts des halben Eotations-EUipsoids 

k) Der Schwerpunkt der in f) genannten Oberfläche liegt 
ebenfalls auf der Eotationsachse, und seine Entfernung vom An- 
fangspunkt der Koordinaten ist : 



2a 



3 



(1 - c« sin V)^ 



9^2 

7i 



sin y y 1 — e^ sin V H aresin {e sin (f) 



qP2 



Setzt man hierin 9?i=0 und 9)2=^7r, so wird die bezügliche 
Koordinate des Schwerpunkts der Oberfläche des halben EUipsoids: 



^ = 



3e' 



2a 



yi 



1 — (1 — e")^ 



e^ + aresin e 



3) Untersuchung der Hyperbel. 
Die Achsengleichung der Hyperbel lautet: (s. Bd. I, S. 195) 



X 

a' 



2 



y 



2 



— ^ =1 odery= ya;2~— a2. 



a 



a) Für den Inhalt F des Flächenraumes, welcher zwischen 
der Abszissenachse, den beiden zu den Abszissen x^ und x^ ge- 
hörigen Ordinaten und dem Hyperbelbogen enthalten ist, ergibt sich 

h 



F=\ 



a 



^i + y^i^ — ^^ 



Wenn man die Fläche vom Scheitel an bis zu einem gewissen 

9* 



132 — 



. Werte von x rechnet , so wird Xi=a und «2 = x, mithin der 
Ausdruck der Fläche: 



^i=i 



a 



x'^x^ — a^ — a^l 



x-\-'i x^ — a^ 



a 




b) Die Berechnung des Hyperbelbogens führt auf elliptische 
Integrale. 

c) Der Schwerpunkt der in a) genannten Fläche F hat die 
Koordinaten : 

b 
&2 



?=aLfe'-«^)*-(^i'-«')^]. 



»? = 



2a'^F 



[i( 



xj — x-^^) — a* {x.^ — X 



,)]■ 



Wenn es sich um den Schwerpunkt einer Fläche handelt, die 
vom Scheitel der Hyperbel anfängt, so ist nur rci = und x^=^x 
zu setzen. 

d) Wenn man die in a) genannte Fläche um die X-Achse 
dreht, so entsteht ein ßotationshyperboloid, dessen kubischer Inhalt 



^=i-.2 ^[^2' 



^ -x^^ 



a 



3a2(a;,2— ^J], 



und wenn man vom Scheitel ausgeht, 

Ji = ^ — 2" 7«; {x^ — 3a^x + 2a^). 
e) Die krumme Oberfläche ß desselben Körpers wird, wenn 

«2 + 62 



a- 



e^ gesetzt wird 



— 133 — 



2=71 



a 



^2 i^^^i^ — öt- — x^ ^e'-x^ - — a^ — 



oder, wenn man x 



a 



und 



sin^ 

" A.?2_ _ A 

sin^ (f. 2 sin 
und wenn man vom Scheitel ausgeht 



e \ex^j^^e^x^^ — ä^l. 
1/1 — ^2 sin^y = Ay setzt, 



2=i nahe 



AjPi 1. 1 /(!+ A_?2)_sin ^\ 

in^^i e^ \(1 + Ayi)sinsp2/ 



^1 = 



Tib 
a 



:=abTt 



xye^'X^ — a^ — ab — ^li 
in^ (f b € \ ea-^b j 



ae-\-b 



) 



e 
sm 



f) Der Schwerpunkt des in d) erhaltenen Volumens liegt auf 
der Rotationsachse und seine Koordinate § wird: 

o X^ X-^ ^Of \X,2 X-^ J 



i: 



X^ — ä/^ — öOi \X^ ~—~' X-y j 



Wenn man vom Scheitel ausgeht, wird 

^ _' {x -\- ay { x — g) acos^y (1_+ sin 9))^ 

* ' x^-\--ax — 2a^ ~ * sin y (1 + sin 9) — 2 sin* 9) 

g) Der Schwerpunkt der in e) genannten Oberfläche wird 
ebenfalls nur durch eine einzige Koordinate gegeben: 



§= . 



27ib 



{e% 2 _ a2)f _ (g9^^ 2 _ ^2)1 



A' ^2 A' ^1 



3 



sin**y, sin*^! 



Se^a2 

2fca^be 

~' 32 

Wenn man vom Scheitel ausgeht, wird 

Jinb 
3e^a2^ 

2na^b€ 

~" 3i?i 

Die auf die Asymptoten als Koordinatenachsen bezogene 
Gleichung der Hyperbel lautet: 



§ = 



(e^x^ - 


a«)f 6» 


[A> 


6» 


• 



xy = 



_a2 + 6 



2 



(S. Bd. I, S. 197.) 
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Stehen die Asymptoten aufeinander senkrecht, so stellt die ge- 
nannte Gleichung eine gleichseitige Hyperbel dar. Wird 

noch a = 6 = y 2 angenommen, so ergibt sich als einfachste Glei- 
chung der gleichseitigen Hyperbel xy = l. 

Hiernach findet man z. B. 

a) für den Inhalt F des Flächenraumes, welcher zwischen 

der X-Achse, den beiden zu x^^l, x^=x gehörigen Or- 

dinaten und dem Hyperbelbogen liegt: 



F 







ß) für den körperlichen Inhalt J des Rotationskörpers, der 
entsteht, wenn man sich die eben genannte Fläche um 
die X-Achse gedreht denkt: 



C/ 1 '*' \ •*' 



Läßt man hierin noch x ins Unendliche wachsen, so ergibt 
sich für das Volumen des Körpers, der durch die Rotation eines 
halben Hyperbelzweiges um seine Asymptote entsteht: 

y) für den Inhalt 2 der krummen Oberfläche dieses Rota- 
tionskörpers : 

ii+x^ 



2 



/^X fix 

= 271 j yds = 2Ttj 



X 



3 



dx = 



= TT y 2 — -^ 



1/1 + 



X' 



X' 



+ ? 



a;2 + yi + ic* 

1 + y 2 '" 
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2. Höhere algebraische Kurven. 

4) Untersuchung der Zissoide des Diokles. 
Nach Bd. I, 8. 198 lautet die Gleichung dieser Kurve: 

x^ = y^ (2r — x). 

Ein beliebiger Punkt der Kurve wird auch bestimmt durch 
die beiden zusammengehörigen Gleichungen 

a; = 2r sin^ f/, i/ = 2r sin^ (p tang y, 

in welchen (f eine neue unabhängige Veränderliche bezeichnet. 




a) Der Inhalt F der Fläche, welche zwischen der Abszissen- 
achse, der Kurve und den beiden zu den Abszissen x^ und x^ 
gehörigen positiven Ordinaten liegt, hat demnach zum Ausdruck: 

F^= j ydx = 8r2 i ^sin *y d(f = 8r^ [^^ (sin ^(p^ — sin 4^1 ) — 

- \ (sin 2^2 — sin 2(p^) + 1 [(p^ — yj]. 

Wird hierin (p^ =0, 953 = i^ angenommen, so ergibt sich für den 
Inhalt F^ der Fläche, welche zwischen der Abszissenachse, der 
Asymptote der Kurve und demjenigen Kurvenaste enthalten ist, 
welchem nur positive Ordinaten zugehören : jP^ = \r^7t. Die ge- 
samte Fläche zwischen den beiden unendlichen Asten der Kurve 
und ihrer Asymptote hat somit den Inhalt F^ = Sr^Tt d. h. den 
dreifachen Inhalt des zur Konstruktion der Zissoide erforder- 
lichen Kreises. 

b) Die Länge s des zwischen denselben Ordinaten liegenden 
Bogens wird 
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c/ ^1 COS ^(f ^ 

y 1 + 3 cos V _ ^?(y 3 cos 9) + y 1 + 3 cos V) 



= 2r 



cosy 






Zählt man die Länge s^ des Bogens von der Spitze der Kurve aus 
((p^ = 0) bis zu einem gewissen Werte von x, resp. % so wird 

Yl + 3 cos V _ yy ; (y 3 cos ,, + )/l + 3cosV) - 



«1 =2r 



cosy 

— 2 + l/¥7(2 + y3) 



Man beweise, daß die Differenz zwischen dem Zissoidenbogen 

und der Asymptote, deren Länge demselben y entspricht, stets 

endlich bleibt, auch wenn Bogen und Asymptote unendlich groß 

werden. 

2r 
A n 1. : Die Länge der zugehörigen Asymptote ist ? = 



Man bilde Um 



lim 



§1 — l 



l 



f^ 



TT 

2 



, wofür man findet 



f= 



,=f3Z(2+l/3)-2. 



c) Für die Koordinaten des Schwerpunktes der in a) be- 
zeichneten Fläche F findet sich 



^= p f ^ydx = p-\ sm V ^9 = 



.3 



= p — J2sin6y + ^ sin4y — -^sin2y + 5y 

1 /*^* 9 j 8r' f^72 sin 'cp , 

' 2i^c/ x/ FJr,l — sm V ^ ^ 






8r 



8 



= — U sin V + i sin *y + i sin ^gp + Z cos 9) 



f2 

5Pi 



Der Schwerpunkt der ganzen Fläche, welche zwischen den beiden 
unendlichen Ästen und der Asymptote enthalten ist, liegt auf der 
X-Achse und zwar in der Entfernung § = l|r vom Anfangspuikt 
der Koordinaten. 

d) Denkt man sich das in a) genannte Stück der Fläche 
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die X-Achse gedreht, so entsteht ein Rotationskörper, dessen ku- 
bischer Inhalt 



J = 7t 



i (^/ — ^2*) + ^ (^l ^ — ^2^) + 4^^ (^1 — ^2) + 

+ ^rH ^'' ~ ^^ 



Jj = — n 



2r — x.^ 

Rechnet man von der Spitze der Zissoide aus {x^ = 0) bis zu einem 
beliebigen Werte der Abszisse, x^ = x^ so wird dieser Ausdruck 

e) Dreht man aber die Zissoide um ihre Asymptote, so er- 
hält man für den kubischen Inhalt J des dadurch entstandenen 
Körpers : 

8 cos ^(p sin (f 



(2r — xy ' dy = r^7i 

Xx 

4 cos ^(p sin (p 



+ 2 cos y sin (p-\-2q) 



3 



= i^ (3»"" — ora:^ + 



+ x^ 2) y"2r:r, — V _ ^^ (3^2 _ 5^^^ + a:^ 2) y 2nz;2 — a:^ ^ -|- 

, o {r — x.)(r — x^-\-i2rx''-^^^^i2rx.-^—x^ 
-f- r*/r arc cos - - — --^- ^ - -^^ — 2"^ ^— ^^ ^ 



2 




Wenn man hierin x^=^Q setzt und x,^ == ^ unbestimmt läßt , so 
erhält man für das Volumen J^ des entsprechenden Körpers, welcher 
auf der durch die Rotation der X-Achse entstehenden Ebene ruht : 



J^^ — \7t (3r2 — brx + a;^) ]/ 2rx — x^ -\- r^Tt arc cos 



X 
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Wird in diesem Ausdruck noch a: = 2r gemacht , so ergibt sich 
für den kubischen Inhalt J^ des Körpers, der durch Umdrehung 
der einen Hälfte der Zissoide um ihre Asymptote entsteht: 



J^ = r^Tt^. 



f) Denkt man sich den in b) bestimmten Bogen um die X-Achse 
gedreht, so erhält man eine krumme Oberfläche, deren Flächen- 
inhalt 



S2=^2rn: 



ySrx — 6x^4- - arccos — -. 

' ' y3 4r 



Xi] 



X — 2r 

Wenn man hierin x^=^^ und Xc^=x setzt, so erhält man für 
den Flächeninhalt Q^ des betreffenden Stückes der Rotationsober- 
fläche, welches, vom Koordinatenanfangspunkt ausgehend, bis zu 
einem mit der Asymptotenebene parallelen gchnitt reicht: 

-4r 8r 



Q^ = 2r7r 



X 



^ y Srx — 3x^ + , arccos - . — , 7t 
X — 2r' \'6 4r y3 



g) Der Schwerpunkt des in d) bestimmten Rotationskörpers 
liegt auf der X-Achse, und zwar ist seine Entfernung vom An- 
fangspunkt der Koordinaten 

7t \X^ 
J J X, 



§ = ^ / ' ocy^dx = — j 






+ 16r^ l (2r - x) 



Xt 



Xi 



h) Der Schwerpunkt des in e) gebildeten Rotationskörpers 
liegt offenbar auf der Asymptote, und seine Entfernung von der 
durch die Rotation der X-Achse entstandenen Ebene wird 

ly = I y(2r — x)-dy= j \ %in^y(3 — 2sin V)cosy dy = 



8r*7r 
J 



sin V — i sin ®y 



fi 

n 



Beginnt die rotierende Fläche im Koordinatenanfangspunkt, ist 
also ^1 = und wird überdies noch (p für (p^ gesetzt, so folgt 

»?i = j- (sin V — i sin V)- 
Wenn hierin y=^7r angenommen wird, so ergibt sich für den 
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Schwerpunkt des Rotationskörpers, der durch die Umdrehung des 
einen ganzen Astes der Zissoide um ihre Asymptote entsteht: 

4r 



7t 



5) Die Gleichung der Lemniskate (s. Bd. I, S. 199) in Po- 
larkoordinaten lautet: r^ = a^cos2y. 

IT 




a) Der Flächeninhalt eines Sektors ist demnach 

S = ^ I * r^ . e?^ = ^ a^ (sin 2^^ — sin 2^j). 

Setzt man hierin y ^ = 0, ^2 = i ^, so wird der vierte Teil der 
Lemniskatenfläche = -^a^, also die ganze Fläche := a^. 

b) Der Bogen der Lemniskate läßt sich nur durch elliptische 
Integrale ausdrücken. 

6) Untersuchung der Konchoide.j 

Nach Bd. I, S. 201 lautet die Gleichung der oberen Kon- 
choide : 

i + 2/- 



x= + 



y 



] a' - y\ 



In manchen Fällen ist es zweckmäßig, diese Gleichung durch die 
beiden folgenden zu ersetzen: 

^ = a sin y + 6 tang y , y = a cos y, 
welche die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Kurve als 
Funktion der neuen unabhängigen Veränderlichen y darstellen. 

Wählt man den Punkt a; = 0, «/ = — ^ als Pol eines Polar- 
koordinatensystems, so ergibt sich mittels der Transformations- 
formeln 

X = r ^m xjj^ y '{'b = rcosip 

als Gleichung der Konchoide in Polarkoordinaten 

r = a-\- - , 
cos i/; 
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in welcher r den Radios vector und ip den Polarwinkel eines be* 
liebigen Punktes der Kurve bedeutet. 




a) Der Inhalt F der Fläche, welche von der X-Achse, den 
beiden zu x^ und x^ gehörigen Ordinaten und dem entsprechenden 
Kurvenbogen begrenzt Mrd, hat zum Ausdruck 

F= 1 ydx = al ^ia cos '(p-\ \dw = 

[ T^« 

= a a (^y -f" i sin 2(f) -{- 6? tang (-^Tt + iy) 




b) Die von der 7- Achse, den beiden zu den Ordinaten y^ 
und y^ gehörigen Abszissen und dem entsprechenden Kurvenbogen 
eingeschlossene Fläche hat den Inhalt 

xdy = — al " (a sin V H * cos y) d(p = 



cosy 



= a \\a {{ sin 2y — ^) + 6 sin ^ — hl tang {{tz -\- ^y) 






^^^^ 


t ^ f V ^^^^r ^^^^ 


% 


1/^^ 








c) Der Flächinhalt -Fg des Sektors, welcher von den beiden 
zu \\)^ und i/Zg gehörigen Leitstrahlen und dem entsprechenden 
Kurvenbogen begrenzt wird, ist 
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^. = i/:: "^^ =*/::(»* +s 



2ab ■ V- 
cos \p cos V 



j# = 



= i k V + 2a6 Z tang {{tv + ^(/;) + 6^ tang xp 



^2 



d) Der Schwerpunkt . der in a) bestimmten Fläche hat die 
Koordinaten 

1 /^^« a f^^%\ 

§ = I xydx = ^\ \a^ cos ^ sin y + oJ sin 9) cos y + 



COS 9 cos -y ' 



F 



a 



— yCOS V + 



+ >, sin V — öto / COS y H — 

'2 ^ ^ ' cosy 



qP2 



V=2fJ y^^^ = -2F j (* + « cos y — a sin V cos y>) d^) = 



= 2F r^ + ^ sin (f — y sin V 



^2 
9i 



e) Der Schwerpunkt der in b) genannten Fläche ist be- 
stimmt durch 



1 {^* 1 



y 



+ 2a^bly 



%' + K — 6')y + 



1 P^' . 1 



y 



Vi 
Vi 



5 



d y^ — y -^'c^ arcsm 
2 ' ^ ' 2 a 



2/ 



— 3 i(^^ — f 



3 



f) Wenn man die in a) genannte Fläche um die X-Achse 
dreht, so wird der kubische Inhalt J des dadurch entstandenen 
Rotationskörpers 

^<P2 ■ 



J= 7t 



a^ (sin (f — ^ sin ^€p) + a%q) 



qpi 



Mithin ist der Inhalt des Körpers, der durch Eotation der 
ganzen Konchoide entsteht 
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g) Dreht man die in b) genannte Fläche um die F- Achse, so 
wird der kubische Inhalt Jj des dadurch entstandenen Körpers 

r* r »,s 

x^dy = 7\ 



V Vi 



r 



y 

h) Der Schwerpunkt des in f) genannten Rotationskörpers 
liegt auf der X-Achse, und zwar ist seine Entfernung vom An- 
fangspunkt 



y% 



Vi 



% = 



7ta 
J 



. cos V +^ cos V -|- ^* cos (f -^b^l cos ^ 



<P1 



i) Der Schwerpunkt des in g) genannten Rotationskörpers 
liegt auf der E- Achse, und seine Entfernung vom Anfangspunkt ist 



»? = 



7t a 



y^ 2by^ , {a^ — b^)y^ , o 21, . 21.27 
— 4— I +- -^ ^^-]-2aHy-i-a^b^ly 



Vt 



Vi 



7) Das Folium von Descartes. 

Die Gleichung dieser Kurve lautet in rechtwinkligen Koor- 
dinaten : 

x^-{-y^^ — axy = 0, (s. Bd. I, S. 203) 
und in Polarkoordinaten 

cos (f sin (f 



r^a 



cos ^(f + sin ^(f 

7] 




Die Asymptote der Kurve ist in rechtwinkligen Koordinaten 
bestimmt durch die Gleichung 

oc-\-y + ^a=0 
und in Polarkoordinaten durch 

a 
3 (cos (f + sin (f) 
a) Der Inhalt F des durch die Schleife der Kurve be- 
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grenzten blattförmigen Flächenstückes wird, wenn man Polar- 
koordinaten anwendet, 

^ Ol 4 O I ^ 

(cos \ + sin ^(f) 

i^ tang \ 
(1 -ftang^y)' 



C/ €/ 

= i^' J n i:VoVnr3;.Y2 ^ (tang (f) = 



a' 



6 [1 + tang V 



i^ 



a- 



6 



b) Das Dreieck, welches von der Asymptote der Kurve und 
den zwei zu y^ und ^^ gehörigen Leitstrahlen gebildet wird, 
hat den Flächeninhalt 

r2 



A 1 Z'^« 2 , a^ P^2 d(p 



92 (cos y + sin (p)' 

a^ Pf 2 d(tangy) a^ 

~ 18 J ^, (1 + tang»2' ~ ~ 18 
Der Inhalt S des von der Kurve und den Leitstrahlen y = y^ , 
q) = (f2 begrenzten Sektors wird nach Aufgabe a) 



1 + tang (p 



<P2 



s= 



6 



«P2 



1 + tang ^y 

Für den zwischen der Kurve, ihrer Asymptote und den beiden 
genannten Leitstrahlen enthaltenen Flächenraum findet sich 
demnach 



A-s^ 



a 



2 



18 
18 



1 + tang ^<f 1 + tang (f 

2 — tang ^ l9« 
1 — tang (f + tang V ^Pi 

Y 



€p2 

9i 




Setzt man hierin 9)^ = — ^ tt, (p2 = — i ^, so ergibt sich für die 
zwischen der F-Achse, dem einen unendlichen Aste der Kurve 
und der Asymptote eingeschlossene Fläche 
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Die soeben berechnete Fläche und das von den Koordinaten- 
achsen und der Asymptote gebildete Dreieck haben somit den- 
selben Inhalt. Der ganze zwischen den beiden unendlichen Asten 
der Kurve und ihrer Asymptote enthaltene Flächenraum ist ge- 
nau so groß, wie der blattförmige Teil der Kurve. 

8) Untersuchung der Kurve, welche durch die Gleichungen 

x = P, y = t — ^t^ 
dargesteUt ist. (S. Bd. I, S. 203.) 

Die Kurve besitzt eine Schleife, welche von x = bis a; = 3 
reicht. 

a) Die Hälfte des von der Schleife begrenzten, zur X-Achse 
symmetrischen Flächenraumes hat den Inhalt 



ydx = 2j {t — \t'')tdt = 2 

c/ 



r - ^t' 



V3 



= 1^3. 



ir 




b) Der zugehörige Bogen hat die Länge 

)3 



/}3 



t^\t' 



= 2 y 3 . 



c) Der Schwerpunkt der in a) erwähnten Fläche besitzt die 
Koordinaten 



2 
F 



? = jpj xydx = 

1 r^ 1 



1/5 



A^' 



Vs 



— Tj 







it* - ¥' + ^t 



8 



13 



=Ar3. 



d) Der Schwerpunkt des in b) genannten Bogens ist be- 
stimmt durch 



^-11 



^ ds ^ 1 
X j dx = 

, ax s 



¥' + ¥' 



V3 



= i; 



U5 






^ ds , 1 



¥' + ¥' - ^t' 



V"3 



= {i3. 



dx s 

e) Wird die Fläche a) um die X-Achse gedreht, so entsteht 
ein Rotationskörper, dessen kubischer Inhalt 

3 r ivä" 

\i' - ¥' + -h^' 



="/: 



y^dx^=27t 



tS 



= \7t ist. 



f) Die krumme Oberfläche dieses Körpers wird 

/^ ds r V3~ 

y ^-dx=^27t 



Q 



dx 



¥" + \i' - ^t' 



= 37t. 



g) Denkt man sich die Fläche a) um die F- Achse gedreht, 
so wird der kubische Inhalt des entsprechenden Rotationskörpers 



\ = 27tf 



3 



J, = 27r I xydx 



^Tt 



-, ■»/ 



¥' - iit' 



V3 





Hf3~-7r. 



Welche Gestalt haben die hierbei angewandten Volumenelemente ? 



r 




h) Für die krumme Oberfläche des Körpers g) ergibt sich 



Ä = 27r i X j dx^27t 

^ J Q dx 



¥' + ¥' 



Va 



= vP •^. 



8. Transzendente Kurven. 

9) Untersuchung der logarithmischen Linie. 
Die Gleichung der logarithmischen Linie lautet nach Bd. I, 
.8. 206: 

y 

y = mlx oder x = e^ 

Sollen jedoch die Dimensionen genau berücksichtigt werden, so 
inu£ man die Gleichung in der Form 

Sohncke's Aufgabensammlung. II. 10 
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y 



-""(^) 



oder a; = me^ 



wählen. 




a) Der Flächenraum, welcher zwischen zwei zu den Abszissen 
x^ und x^ gehörigen Ordinalen, der X-Achse und dem ent- 
sprechenden Kurvenbogen liegt, hat den Inhalt 



^ m 



X 



mx^ l — m (x^ — x^). 



m 



Eechnet man die Fläche von dem Punkte Xj^=m, yi = an , so 

X X 

wird F. =mxl mx-\-m^ = m(xl x-\-m\ 




y 



b) Der Flächenraum, welcher zwischen den Geraden y=iy^^ 
^2, der Y-Achse und dem Kurvenbogen liegt, hat den Inhalt 



F^ = m^ 



Vi V}. 
(m — ßw 



=:m{x^ — iCj), 



Setzt man hierin aji = und x,^ = x^ so wird der Flächenraum^ 
der zwischen dem unendlichen Ast der Kurve, der F-Achse, die 
zugleich Asymptote ist, und der Abszisse x liegt, =ma;, d. h. 
gleich dem doppelten Dreieck, welches von der Abszisse a;, der 
zu diesem Punkt gehörigen Tangente und der F-Achse gebildet 
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wird. Das in Betracht kommende Stück der Y-Achse (die auf 
die Y-Achse bezogene Snbtangente) hat nämlich die Länge 

x>^ = m. (Vgl. Bd. I.) 

c) Die Länge s des Bogens, welcher zwischen den in a) ge- 
nannten Ordinaten liegt, wird 



s= ym^ + x^^-^-ym^ + x^^ — ml 



x^ '^m^ -\-x^^ + mxg^ 



d) Der Schwerpunkt der in a) genannten Fläche ist gegeben 
durch 



m 



X 



1='^ 14-^'^ — — -7- 

^ F \2 m 4 



X 



2 



arg 



Xi 



'? = Ff^^(^^F-^^S + * 



Xt 



Xi 



e) Der Schwerpunkt der in b) genannten Fläche hat die 
Koordinaten 



/*• 2 ____ /y 2 



4(^2— ^l) 



ri = 



m 



x^ ^1 



X 



xl mx 

m 



x% 



Xl 



f) Wenn man die in a) genannte Fläche um die X-Achse 
dreht, so wird der kubische Inhalt J des entstehenden Eota- 
tionskörpers 



Jz= m^Ttx. 



('SF-2('s)+2 



m^TtXi 



\ m/ 



Setzt man hierin Xi=0 und x^=m (wobei zu beachten ist, daß 
x{lx)^ und xlx für x = gleich Null wird), so erhält man für den 
in eine Spitze auslaufenden Körper, der durch die Umdrehung 
desjenigen Kurvenarmes entsteht, für welchen die Y-Achse 
Asymptote ist, und der andererseits durch die Ebene begrenzt 
wird, welche die Y-Achse bei dieser Eotation beschreibt: 

10* 
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g) Der Schwerpunkt dieses soeben erwähnten Botations- 
körpers liegt auf der X-Achse, and zwar ist 



1 = 



2J~ 



X' 



{• :-r- 



m ^ 



Xi 



Xi 



Für iCi = 0, Xc^ = m ergibt sich hieraus § = \m. 

h) Wenn man die in b) genannte Fläche um die F-Achse 
dreht, so wird der kubische Inhalt J des entstehenden Rotations- 
körpers 

J == ^niTt (x^^ — x^ ^). 

Setzt man hierin x^=0 und ajg = w , so erhält man für den 
Körper, der durch Umdrehung desjenigen Arms der Kurve um 
die F- Achse entstanden ist, für welchen diese F- Achse Asymptote 
ist, als kubischen Inhalt ^m^7t. Um den Inhalt des Körpers zu 
erhalten, der durch die Umdrehung eines Teils des andern Arms 
entsteht, setzt man Xi=in und x^ = x, wodurch sich ergibt 

J^ = ^tHTtx^ — \in*7t = \m7t {x^ — m*). 

i) Für den Schwerpunkt des soeben genannten Eotations- 
körpers, erhält man: 



mx 



2 



2 



V = 



Hl-i]— .'ir^l-il 



X, 



2 



X. 



2 



'2 *^1 

Setzt man hierin Xj^=0 und x^=^m, so folgt für den Schwer- 
punkt des vorhin =^m^/r gefundenen Körpers: ij = — J^m. 

10) Die Gleichung der Quadratrixdes Dinostratus (s. Bd. I, 

2r« (f 



S. 206) lautet in Polarkoordinaten: r = 







7C 



smcf 




Der Flächeninhalt eines Sektors, der zwischen der Kurve 
und zwei Leitstrahlen liegt , die zu den Winkeln g)^ und ^g ge- 
hören, wird 
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2 2r ^ 

-- . dy = — • 
(fi sin ^y ^ TT^ 



^ [^1^ cotang ^1 — 2^1 ? sin (f^ — 



— ^2^ cotang ^2 + 2^)3 Z sin y., — 2 1 * Z sin y • dy], 

— I ,— ^^ — do). Letzteres Integral 
9, Jjp, tangy 

läßt sich durch Reihenentwicklung lösen. (Vgl. § 34.) 



9>i 



Für ^1 =0, ^2 = i^ fo^?^ ' 



2r 



2 



8,= ^^12. (Cf. pag. 112, Aufg. 45.) 



7t 



11) Untersuchung der Kettenlinie. 

Nach Bd. I, S. 208 lautet die Gleichung der Kettenlinie: 



y = ^m 



€^ -\-e 



X 

m 




a) Der Inhalt F des Flächenraumes, welcher von der Ab- 
szissenachse, den zwei zu den Abszissen x^ und x^ gehörigen Or- 
dinaten und dem entsprechenden Kurvenbogen begrenzt wird, hat 
den Ausdruck 



F=\m 



2 



x^ 



e "* 



^m 



2 



c"* — e 



m 



und wenn man die Fläche vom Anfangspunkte der Koordinaten 
an rechnet 



F^ = im^ 



X 

gm 



X 



Bezeichnet man den Winkel, den die zur Abszisse x gehörige 
Tangente mit der X-Achse bildet, mit a, so ist 

tang a = \ L^_ ^-^l mithin 

jPj = m^ tang a. 
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Der Flächeninhalt F ist demnach gleich dem doppelten Inhalte 
des Dreiecks, welches von der X-Achse und den beiden Senk- 
rechten gebildet wird, die vom Scheitel der Earve aus auf die 
zu x^ und x^ gehörigen Tangenten gezogen werden. 




b) Die Länge s des Bogens, der zwischen denselben Ordi- 
naten liegt, wird 

Rechnet man die Länge s^ des Bogens vom tiefsten Punkte der 
Kurve an bis zu einem beliebigen Werte von x^ so ist 

^1 = iwi \ß_ ^"l^j = rn taug a. 
Es besteht daher zwischen s^^ y und m die Gleichung 

welche die Konstruktion der Bogenlänge s^ als Kathete eines recht- 
winkligen Dreiecks ermöglicht, dessen Hypotenuse y und dessen 
andere Kathete m ist. Ist nämlich P ein Kurvenpunkt, F* seine 
Projektion auf der X-Achse, FT die zugehörige Tangente, und 
bezeichnet man noch den Fußpunkt des Lotes von F' auf 
die Tangente mit 5', so finden sich in dem Dreieck FFS die 
Größen FF = y, FS = m und P/S = 5i dargesteUt. Zugleich ist 
der Flächeninhalt des so konstruierten Dreiecks gleich der Hälftei 
der in a) bestimmten Fläche F^. 

c) Der Schwerpunkt der in a) genannten Fläche hat die 
Koordinaten 



? = 



m 



2 



2F 



(x — m) €^ — (x -\-m)e 



x-\ 
m 



Xt 



Xi 



v = 



m 



2 



16F 



2x _2ar| Xt 

me^-\-^x — me "» • 
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Für die vom Scheitel der Kurve aus gezählte Fläche F^ ergibt 
sich demnach, indem Xj^^=0, X2=x gesetzt wird, 

^ {x — m)c"» — {x-\'m)e "*+ 2m 



X 



ri = 



1 / ?? _?f\ 



« X 

gm ß m 



d) Der Schwerpunkt des in b) genannten Bogens hat die 
Koordinaten 



1 = 



^ 



m 
2s 

m 

8s 



2x 

(x — m)e"^ — (x-^-mje 

Xt 



X 

m 



x^ 
«1 



j 



2x _^2x 

mc*" + 4r — me "» 



Xi 



Wird der Bogen vom tiefsten Punkte der Kurve an gerechnet, 
ist also Xj^=0 und überdies x^ = x, so findet sich 



X 



i=- 



(X X\ IX x\ 

X X 

gl» ß m 

/ x^ __?_\^ 



= x — m 



e^ — 2'\-e *" 



92m 



X X 

^m — ß m 
""2»» 



= x — m 



X 

2m 



(X X \ I X X \ 

Bezeichnet nun y\ die zur Abszisse \x gehörige Ordinate und Si 

die zu eben dieser Abszisse gehörige Bogenlänge, so wird 

msx. 



\ 



I 2x 2ar\ , ^ { x x' 



»m 



'^ + 4a; 






(ar x\ 

em ß mj 



gm g m 

wobei s^ die vom tiefsten Punkte der Kurve aus gezählte, der 
Abszisse x entsprechende Bogenlänge bedeutet. 
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Die zuletzt für $ ttnd rj angegebenen Ausdrucke laissM sieb 
leicht geometrisch konstruieren; 

e) Wenn man die in a) angegebene Fläche um die X-Achse 
dreht, so wird der kubische Inhalt J des dadurch entstehenden 
Körpers 

2x 2x1 Xi 



und für x^ = 0, x^ =x: 



*i 



Jj = ^m% 



= ^m7t 



yiy^ — fn^-\-ni^l 



2x ix 

me^'\'Ax — me "» 



m 



= ^m7t 



ys-^-m^l 



y + s 



m 




o 



-X 



f) Denkt man sich die Fläche, welche von der F- Achse, einer 
gewissen Abszisse x (d. h. einer Parallelen zur X-Achse, deren 
Abstand von der X-Achse gleich y und deren Länge gleich x ist) 
und dem zugehörigen Kurvenbogen begrenzt wird, um die 
Y-Achse gedreht, so ist der kubische Inhalt J des hierdurch ent- 
standenen Rotationskörpers 



[t X X \ IX X \ 

= m^7tly 



2m 



y+fy^ — ^^ 



2^y^ — m^l 



y + fy' 



m 



fi 



m 



+ 



+ 2 (2/ - m)| = m^n \y {l ^-'^-J- 



2s?^+- + 2(2/-m) 



g) Wird der unter b) genannte Kurvenbogen um die X-Achse 
gedreht, so ergibt sich für den Inhalt der so entstandenen Ro* 
tationsoberfläche 
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S2=^\mn 



2x _2x 

wc"*-f- ix — me *» 



zt 



Xi 



Fängt die rotierende Kurve im Scheitel {x^ = 0) an und wird bis 
zu einem gewissen Werte von x gerechnet, so findet sich 

2x 2x 

j2i = ^ mTt . me'"' -\-ix — me "* 

h) Denkt man sich die im Scheitel anfangende und im Punkte 
x^ y endigende Kurve um die Y-Achse gedreht, so erzeugt sie eine 
Rotationsoberfläche, deren quadratischer Inhalt 



2 



mrt 



X 



(X X \ IX X \ 

e"» — e""»») — m \e'^-\-e~'^\ + 



2m 



= 2m7t y^2_^2 itHLll^ ^ 2m7t{y — m) = 



m 



= 2m;r 



8l^^— — (y--m) 
m ^^ ^ 



i) Der Schwerpunkt des in e) genannten Eotationskörper» 
liegt auf der X-Achse, und seine Entfernung vom Koordinaten- 
anfangspunkt wird, wenn man der Einfachheit wegen a;^ = als 
untere Integrationsgrenze wählt, 

(2x _2x \ I 2x __^2x \ 

me^' — me "'-\-2x\ — ^m^ U^-f-c"^«» — 2) 



§ = 



4x 



(2x 2xv 

e"" — e"""] 



k) Der Schwerpunkt des in f) genannten Rotationskörpers 
liegt auf der F- Achse, und seine Entfernung vom Koordinaten- 
anfangspunkt ist 



m^Tc 



(2x __2x\ / 2x 2x\ I 2x —2x 



-^) 



1^+' 



i 



m 



\{y' + s^iy^-^-{ys 



+ ¥ 



^ m 



+ 2 (y — m) 



1) Der Schwerpunkt der in g) genannten Rotationsoberfläche 
liegt auf der X-Achse, und seine Entfernung vom Anfangspunkt 
der Koordinaten wird 



^ = 



m^Tt 



I m\ ^ / m\ -- , 2x^ 



Xt 

i 

Xi 
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m) Der Schwerpunkt der in h) genannten Botationsober- 
fäche liegt auf der F- Achse, und seine Entfernung vom Koor- 
dinatenanfangspunkte ist 



2x 



''=i5[4"*~' "*)-?("'•+" '")+,ir+'^ 



i^ysl 



y + s 



m 



l.^ + im«(z?^^y 



siy±l-{y — m) 



12) Untersuchung der Traktrix von Huyghens. 
Die Gleichung dieser Kurve ist (s. Bd. I, S. 211). 

Hierbei ist unter dem Zeichen des Logarithmus das obere 
oder das untere Vorzeichen zu nehmen, je nachdem y positiv oder 
negativ ist. 

a) Die ganze Flftche, welche zwischen einem unendlichen Aste 
der Kurve und ihrer Asymptote, der Z- Achse, enthalten ist, hat 
den Inhalt 

e/ €/ « L 



+ a* aresin 



a 



= Ja*7r. 




b) Die Bogenlänge, von x = bis zu einem beliebigen Werte 
von X gerechnet, wird 



P'*dy , a 
= a I -^ = al- 

Jy y y 



c) Wenn die Fläche a) um die X-Achse rotiert, so ergibt 
sich für den kubischen Inhalt des entstehenden Rotationskörpers 
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J^= n 



e/ a 



7t 



fK-yy 



= \a^7i. 



d) Die krumme Oberfläche dieses Körpers bat den Inhalt 



= 27t jyds = 2a 



7t 



y 



= 2a«7r. 



4. Spiralen. 

13) Die Gleichung der Spiralen im allgemeinen ist (s. Bd. I, 
pag. 212) 

r = a(p^. 

a) Der Flächeninhalt eines Sektors wird 

^-i« ( — 2H^i — )• 

b) Die Länge des zugehörigen Bogens ist 

welches Integral sich auf bekannte Weise für jeden speziellen 
Wert von n reduzieren läßt. 

14) Die Gleichung der archimedischen Spirale ist 

r = g^. (S. Bd. I, pag. 213.) 




a) Der Flächeninhalt eines zwischen der Kurve und zwei 
Leitstrahlen enthaltenen Sektors wird 
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Setzt man hierin (f^ =0, 92= |?r, so folgt : 

Dem Werte 9)3 = f /r entspricht der Leitstrahl r^ = fr^. Be- 
schreibt man mit diesem Leitstrahl als Kadius einen Kreis, so 
wird der Flächeninhalt des durch den Bogen \jt bestimmten 
Kreissektors K = ^^r^^7i. Es ist somit 8^=\K, 

Bei der ersten vollen Umdrehung (0 bis 27t) ist der Inhalt 

der vom Leitstrahl bestrichenen Fläche JPi = -q— • Dreht sich 

derselbe noch einmal um 27t, so hat die gesamte Fläche den 
Inhalt 

Bei Ä maliger voller Umdrehung erhält man für die Ge- 
samtfläche 

ÄVn ^7t 



F, 







3 

Fj^j F^ .,,Ft ist also eine arithmetische Reihe dritter Ordnung. 

b) Die Länge des zwischen denselben Leitsrahlen enthaltenen 
Bogens wird 

15) Die Gleichung der logarithmischen Spirale lautet 

r = a^. (8. Bd. I, pag. 216.) 
a) Der Flächeninhalt eines Sektors wird 






2qPa 2qp, 



Für 9), = — 00, (f^ = (f folgt hieraus S^ = jj- = dem halben In- 
halt des Dreiecks, welches von dem Leitstrahl, der Tangente und 
der Polar subtangente gebildet wird. 



b) Die Länge des zugehörigen Bogens wird 



Da ^ konstant ist (vgl. Bd. I, pag. 217), so läßt sich der 
letztere Ausdruck leicht konstruieren. Je mehr sich die Kurve 
dem asymptotischen Punkte nähert (*", =0, r^=r), um so ge- 
nauer wird die entsprechende Bogenlänge^ — ^■ 



5. ZfkloideD. 

16) Untersuchung der gewöhnlichen Zykloide. 

Nach Bd. I, S. 218 wird ein beliebiger Punkt der Zykloide 
dargestellt durch die Gleichungen 

x^r(rp — sin y), y ^ r (1 — cos tp), 
in welcher r den Radias des rollenden Kreises und y den Wäl- 
zungswinkel bedeutet. 

Der Einfachheit wegen soll für sämtliche in dieser Aufgabe 
auftretenden bestimmten Integrale Null (x^ = 0, resp. y-j = 0) als 
untere Grenze gewählt werden. 




a) Der Flächenranm, welcher von der X-Achse, der zur Ab- 
szisse X gehörigen Ordinate y und dem entsprechenden, im Null- 
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punkt beginnenden Kurvenbogen begrenzt wird, hat den Inhalt 
ydx = r^ j (1 — cosy)* d^ = r* (fy — 2siny + ^sin 2^). 

Fügt man zu dieser Fläche noch den Inhalt des sich an- 
schließenden rechtwinkligen Dreiecks hinzu, dessen Katheten y 
und (ry — x) sind, so folgt 



i 



y drc + ^y r sin y = fr^ {^ — sin (p), 



und es ist daher die Fläche, welche von der X-Achse, dem 
Kurvenbogen und der zum Winkel y gehörigen Sehne des er- 
zeugenden Kreises begrenzt wird, dreimal so groß, als das durch 
eben diese Sehne bestimmte Kreissegment. 




Für (f = 7t ergibt sich aus der ersteren dieser Formeln 
F^ = \r^7t als Inhalt der durch den halben Zykloidenzug be- 
stimmten Fläche. Sonach wird das von den Koordinachsen und 
den Geraden x = r7t,y = 2r gebildete Rechteck durch die Zykloide 
in zwei Teile geteilt, die sich verhalten, wie 3 : 1. 

b) Die Länge s des Zykloidenbogens, vom Anfangspunkt bis 
zu einem gewissen Werte von x, resp. y gerechnet, ist 

5 = 4r (1 — cos ^y) = 8r sin^ ^cp. 
Für (p = 7t ergibt sich hieraus s^ = 4r als Länge eines halben 
Zykloidenzuges. 

c) Die Koordinaten des Schwerpunktes der in a) genannten 
Fläche werden 

|y^ — cosy + ysiny(^cosy — 2) — | c os V + ^cos V + ü. 
^"~^ 49^ — 2sin^ + isin29) ' 

_ ^y — 4 sin ^ + 1 sin 2 y -f" i sin ^y ^ 
''"" 3^^^4sin^9)4-isin2y 

Für ^ = 7t erhält man hieraus die Schwerpunktskoordinaten der 
halben Zykloidenfläche : 

8 

97t 



^ = "(2- + ^)' ^^^"' 
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für y = 27r diejenigen der ganzen Zykloidenfläche : 

g = r7r; rj = \r, 

d) Die Koordinaten des Schwerpunktes des in b) genannten 
Bogens werden, wenn man der Kürze wegen \(p^xp setzt, 

^ g — t // cos t/; -f- sin i// — \ sin ^\p 

1 ~ cos 1/; ' 

2r I — cos y ^ + ^cosV ^ 
^ 1 — cos V^ 

Die Hälfte eines Zykloidenzuges, vom Nullpunkt bis zum höchsten 
Punkt der Kurve {xp = ^tc) gerechnet, hat demnach die Schwer- 
punktskoordinaten 

5 = 4^, v = i^; 
der ganze Zykloidenzug 

§ =: rTT, rj = fr. 

e) Wenn man die in a) genannte Fläche um die X-Achse 
dreht, so entsteht ein Körper, dessen kubischer Inhalt 

J=z r^Tt [\(p — 4 sin y -f- f sin 2y + ^ sin ^(p\ 
Setzt man hierin (p^=7t, so ergibt sich für den kubischen Inhalt 
eTj des Körpers, der durch die Rotation der halben Zykloiden- 
fläche um die X-Achse entsteht, 

f) Die krumme Oberfläche des soeben genannten Rotations- 
körpers hat den Inhalt 

Q = 16r% [| — cos !// + -^ cos *i//], wobei xp = ^y. 
Für ifj = ^7t, d. h. für den Inhalt S2j^ derjenigen Oberfläche,, 
welche durch die Rotation eines halben Zykloidenzuges um die 
X-Achse entsteht, ergibt sich hieraus 

g) Der auf der X-Achse liegende Schwerpunkt des in e) er- 
wähnten Rotationskörpers ist bestimmt durch 

^= [1^2 _|- y sin y ( — y + f cos y — i cos V) — f cos 9) — 

— 1^ cos V + 7 cos ^(f — i cos V + V]- 
Wird ^ = 7t gesetzt, so folgt für den Schwerpunkt des ent- 
sprechenden Körpers 

7t ■ 64 \ 



i=w«+ 



AÖTt I 
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h) Der auf der X-Achse liegende Schwerpunkt der in f) er- 
wähnten Rotationsoberfläche ist gegeben durch 

^ _ — li/; cos y/ (2 + sin ^ip) 4- i sin y/ + i sin ^t// — | sin ^ip 

I — cos i// ■+- i cos ^1// ' 

wobei rp:=\(p. 

Für xp = i^Tt, d. h. für den Schwerpunkt der durch die Ro- 
tation des halben Zykloidenzuges entstehenden Oberfläche ergibt 
sich hieraus 

I = Hr. 




i) Denkt man sich diejenige Fläche, welche von der F-Achse, 
dem Zykloideubogen und einer durch den Punkt x, y zur X-Achse 
parallel gezogenen Geraden begrenzt wird, um die F-Achse ge- 
dreht, so entsteht ein Rotationskörper, dessen kubischer Inhalt 
J = r^Tt [— y 2 (i + cos (f) + y sin y (2 + cos y) + cos y + 

+ ^ cos V + i cos ^(f — y ] ist. 
Macht man hierin 9) = 7t. so folgt 

J, = r«7r (i/r^ - I). 

k) Die krumme Oberfläche des in i) genannten Rotations- 
körpers wird, wenn man xf):=\(p setzt, 

Q = iGr^Tt [ — 1/^ cos i// + sin ip — ^ sin ^ip]. 

Der halben Zykloide {ip = ^7t) entspricht demnach ein Ro- 
tationskörper, dessen krumme Oberfläche 

Q^ = ^ r^Tt. 
(Vgl. das unter f) gewonnene Resultat.) 

1) Der Schwerpunkt des in i) genannten Rotationskörpers 
liegt auf der F-Achse, und seine Entfernung vom Koordinaten- 
«anfangspunkt ist 

ri = -j [— \(p^ (i + 2 COS (f> — COS V) + ^ sin y (f + i cos 9) — 
— 1 cos ^(f) + i cos y + f cos V' + i cos ^(f — { cos *(f — {^]. 
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Für (f>^=7t folgt hieraus i; = 



277r2 — 128 



n 



IStt^ — 96 

m) Der Schwerpunkt der in k) genannten Oberfläche ist be- 
stimmt durch 

— \xp cos 1/^ (2 + sin ^^) + j sin i/; + ^ sin ^y; — 1 s in ^xp 

^ * — V^ cos 1// + sini// — ^ sin ^(/; ' 

wobei \p^\(f. 

Setzt man hierin \fj = ^7t, so findet man für den Schwer- 
punkt der Oberfläche, welche durch die Rotation der halben 
Zykloide um die Y-Achse entsteht, 

V = Hr, (Vgl. h).) 




n) Die Fläche, welche von der Geraden x^=:r7tj dem vom 
höchsten Punkte der Zykloide aus gerechneten Kurvenbogen und 
der durch den Punkt x, y der Kurve zur X-Achse parallel ge- 
zogenen Geraden begrenzt wird, rotiere um die Gerade x = r7t. 
Wie groß ist der kubische Inhalt des dadurch entstehenden Ro- 
tationskörpers ? 

Vorbemerkung. Zur Lösung dieser und der nachfolgen- 
den Aufgaben ist es zweckmäßig, das Koordinatensystem in den 
höchsten Punkt der Zykloide zu verlegen und den Wälzungs- 
winkel von der Geraden x = rjt, der Symmetrieachse der Kurve, 
aus zu zählen. Zwischen dem ursprünglichen und dem neuen 
Koordinatensystem bestehen die Beziehungen 

Xj^=r7t-{- x, y^=2r — y, ^^=7t— qp. 

Hiernach ist irgend ein Punkt der Zykloide bestimmt durch die 
Gleichungen 

^1 = ^ (^1 + sin ^i), ^1 = r (1 — cos yj. 

Nun wird das verlangte Volumen 

Sohncke's Aufgabensammlung. II. 11 
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x^^dy^ = r% I (^1 ^ + 2(fi sin y^ + sin Vi) sin tp^ chp^ = 

^ 

= r^Tt [fjfj ^ (-^ ^— cos (f'^) + ^1 sin y, (2 — cos yj + cos (f^ — 

— -i cos Vi + i cos Vi — i]. 
Für ^1 = /r, d. h. für den kubischen Inhalt J, desjenigen 
Körpers, der entsteht, wenn die halbe Zykloide auf die ange- 
gebene Weise rotiert, ergibt sich hieraus 

Das Volumen des letztgenannten Körpers ist auch gegeben 
durch 

yx^ dx^ ^r^ic ^(f^^ -f- (f^ sin (p^ (4 + cos yj + 



+ 2 cos ^1 — f cos Vi — i cos ^(fi 



TT 





= r^TC (f 71^ — f ). 



Von welcher Form sind die hierbei zur Anwendung kommen- 
den Volumenelemente? 

o) Die krumme Oberfläche 2 des in der vorigen Nummer ge- 
nannten Rotationskörpers wird, wenn man noch t = ^^ setzt, 

ß = 16r V (t sin t + cos t — -J cos ^t — |). 
Macht man hierin T = ^7r, so kommt für den Inhalt *2i der ent- 
sprechenden Rotationsoberfläche 

j2i = 8r2/r (tt — |). 

p) Der Schwerpunkt des in n) genannten Rotationskörpers 
liegt auf der Rotationsachse, und seine Entfernung von der 
Xj -Achse ist 



r^Tt 



%= ^ [V^'(i — cosi/; + icosV) + 2a — 1x08 1/^ + 

+ i cos -xp) ?/; sin ?/; + i cos i/; — I cos ^«/^ + | cos ^ip — 

— \ cos V — tV]- 
' Denkt man sich die halbe Zykloide um die Y^ -Achse gedreht, 
so hat der Schwerpunkt des so entstandenen Körpers von der 
Xi -Achse den Abstand {\p = 7t) 

_ 637r2 — 64 
''^ "" ^ 54/^2 — 96 ' 

seine Entfernung von der ursprünglichen X-Achse wird demnach 

45/^2 — 128 
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q) Der Schwerpunkt der in o) genannten krummen Ober- 
fläche ist bestimmt durch 



'^^ T sin T + cos T — \ cos H — | 



wobei i; = \\p. 

Für T = ^7r findet sich hieraus 

, 15;r — 8 , « . Iött— 26 

r) Läßt man die Zykloide um die Gerade y = 2r, d. h. um 
die Xj -Achse rotieren, so wird der kubische Inhalt J des so ent- 
stehenden Eotationskörpers 

y^ ^dx^ = Ißr^Tt j (sin *t — sin *t) dz = 

c/ 

= r^Tt [t — \ sin 2r — -^ sin 4t + ^^ sin 6r], 

wobei T für ^i/^ gesetzt worden ist. 

Für T = ^7r, d. h. für den kubischen Inhalt Jj desjenigen 
Körpers, der entsteht, wenn die halbe Zykloide in der ange- 
gebenen Weise rotiert, ergibt sich hieraus: 

r 




s) Die krumme Oberfläche des in der vorigen Nummer ge- 
nannten Eotationskörpers hat den Inhalt 

Q = 16r^7r I sin H cos t dr = ^^ r^Tt sin ^r, 

wobei wieder t = ^i/;. 

Für T = ^TT wird : Q^^^ r^jt, 

17) Untersuchung der Epizykloide. 
Ein beliebiger Punkt der Epizykloide ist nach Bd. I, S. 221 
bestimmt durch die Gleichungen 

11* 



a; = (r + e) cos y — pcosi yj, 

y = {»■ + e) sin <f —Q sin (— '— ^y) ■ 

a) Zieht man durch zwei Punkte der Kurve, welche den 
Werten y, und (p^ der unabbängfigen Variablen tf entsprechen, 
Parallelen zn der X-Achse, so hat die Fläche, welche von dieKen 
Geraden, der Y-Achse und dem Kurvenbogen begrenzt wird, den 
Inhalt 



f = (r+. 



[ \ ^/.-h^ sin 29-.-^ V 



Macht man Q^=r, so wird die Kurve bekanntlich die Kar- 
dioide. (Vgl. Bd. I, S. 224.) 



Die genannte Fläche wird dann 

F^r^ 3y — 3 sin (f + sin 2<f — sin 'iq -|- ^ sin 4y ' - 

Setzt man hierin f/|=Ound (/„ =^ ^.-r, so folgt: 

F,=y'(i«-2). 
Wenn man hiervon noch 2r' abzieht, so ergibt sich für den In- 
halt derjenigen Fläche, welche diircli die in der Spitze der 
Kurve errichtete Ordinate von der halben Kardioidenfläche ab- 
geschnitten wird 

F, — 2rä = r^(ä«-4). 
Der übrige Teil der halben Kardioidenfläche wird gegeben durch 
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/ydx = 2r^ 1 (2 sin (p — sin 2y) (sin 2y — sin y) dy = 

= (f TT + i)r\ 

Hiernach wird die Hälfte der Kardioidenfläche = 3r V. 

Die Anwendung von Polarkoordinaten gestattet eine kürzere 
Herleitung des letzteren Resultates. Wird der Pol des Polar- 
koordinatensystems in die Spitze der Kardioide verlegt, so lautet 
die Gleichung der Kurve: 

w = 2r (1 -|- cos t), 

wo u den Leitstrahl und t die Amplitude bedeutet. Der Inhalt 
der halben Kardioidenfläche wird nun bestimmt durch 

^ r u^djt = 2r2 r{l + cos ty dt = Zr^Tt. 

^ ^ 

Die ganze Kardioidenfläche hat sonach den Inhalt 6r^7t, 

b) Die Länge des zwischen den vorhin genannten Grenzen 
liegenden Bogens wird 



«= /(^ + ^)(cos^yj— cos2^^.<jp2) 



Setzt man Q = r, so folgt für den Bogen der Kardioide 

5 = 8r (cos ^(fi — cos ^^2)- 
Der zwischen den Punkten ^j = und tp^ = ^7t liegende Kar- 

dioidenbogen hat demnach die Länge s^=8r (1 — /^ ) ; die den 
Grenzen y^ = ^tt und ^^ = 7t entsprechende Länge wird 

«2 = Sr]/ ^ . Mithin ist der halbe Umfang der Kardioide 
= "^1 + ^2 = 8^> somit die gesamte Bogenlänge = 16r. 

c) Der Schwerpunkt der in a) genannten Kardioidenfläche 
hat die Koordinaten 

.8 [ 

2y + V sin 9) — V sin 2y -|- i sin 3y — ^ sin 4y + 



§ = 



F 



+ :^ sin 5y — ^ sin 6y 



.3 



rj = 



\n 



4 cos y + i cos 2y — | cos 3y + cos 4t(p — ^ cos 5y + 



-|- ^ cos 6y 
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d) Der Schwerpunkt des in b) genannten Kardioidenbogens 
wird gegeben durch 



S = 



rj = 



4r 



2 



s 

4^2 



2 cos ^9? — cos 4y + i ^os ^y 
2 sin J^y — sin f y + ^ sin |y 



g>2 

( 

J<3Pi 



Die Schwerpunktskoordinaten des halben ümfanges der JKardioide 
werden demnach (yi^ := 0, SP2 = ^) 

§ = — |r; »2 = fr. 

e) Wenn man denjenigen Teil der halben Kardioidenfläche, 
welcher zwischen der Geraden x^=r und der Grenztangente 
x = ^r liegt, um die X-Achse dreht, so muß man die rotierende 
Fläche als von den beiden folgenden Kurven begrenzt betrachten : 



Y= y 3r2 — ic2 _j_ 2r ^Sr' - 2rx , 



=y 



y=\/ 3r^ — x^ 



2r i 3r2 — 2rx. 




Der kubische Inhalt des entstandenen Rotationskörpers wird dann 

J = 7t t"^' {T — y'') dx = ir^Tt. 

Der andere, von x^^ — 3r bis x,^ = r reichende Teil des durch 
die Eotation der Kardioidenfläche um die X-Achse entstandenen 
Körpers hat das Volumen 



d -3r 



Pda; = 20r^/r. 



f) Der Schwerpunkt dieses ganzen Rotationskörpers liegt 
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auf der X-Achse in der Entfernung § = — |r vom Koordinaten- 
anfangspunkt. 

18) Untersuchung der Kurve (Asteroide), welche durch 
die Gleichungen 



a; = r cos ^y, y = r sin *y 



bestimmt ist. (S. Bd. I, pag. 228.) 

IT 




a) Die Fläche, welche von den Koordinatenachsen und dem- 
jenigen Kurvenzweige begrenzt wird, dessen Punkte positive 
Koordinaten besitzen, hat den Inhalt 



F= j ydx = — 3r^ /t sinV<^osV^y = 
= — 3^^ ri^ sin 6y — ^^ sin 4y — ^ sin 2y + ^y 

b) Die Länge eines Kurven2weiges wird 



¥ 



= ^/*''^ 



sin (f cos q) dq) = ^r 



sin V 



i- 



Jo 



¥' 



c) Der Schwerpunkt der Fläche a) hat die Koordinaten 
g = pj xydx = — p / 1 ^ cos ^(f sin > dy = 

= 1^- i sin V — ^ sin V + i sin •y 



i. = **^.' 



3r 



8 



= 9 ip i cos ^(f — I cos V' + f cos 'y — "t cos V 
d) Der Schwerpunkt des Bogens b) wird bestimmt durch 







i,-««-. 
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S eJ r S tf 



3r 



cos ^(f 






ij= I y(fe=- I ' sinVcosydy = 

5 e/ r ^ c/ 



sin VH^ 



— 2«. 

— 5^- 



JO 

3r2 

e) Wird die Fläche a) um die X-Achse gedreht, so entsteht 
ein Botationskörper, dessen kubischer Inhalt 

)0 



f. 



J=7i j y^dx = — 3r% I sin'ycosV^ = 

= 3r*7r U cos ^y — | cos V + ^ cos 'y — ^ cos ®y 
f) Die krumme Oberfläche dieses Körpers wird 
£ = 27c j yds = 6r^/t 1 ^' sin *y cos <pd^ = 



= tS^»^'^- 



= ir^/i 



sin 'V 







|r^7r. 




g) Läßt man die Fläche a) um die Gerade x = r rotieren, 
so wird der kubische Inhalt des entstehenden Rotationskörpers 
gegeben durch 

J=27t j (r — x) ydx = — ör^Tt j (1 — cos V) sin *f/> cos V ^y = 



= — 6r% 



yi^ sin 6y — ^ sin 4y — ^t sin 2y + tVv — 



— ^ sin '^y + ^ sin V — i sin V 



i- 



= r«7r [y^^TT - tVj]. 



Dieser Körper bildet einen Teil des Zylinders, dessen Achse 
die Gerade x = r und dessen Radius gleich der Höhe =r ist. 
Der andere Teil des Zylinders, der entsteht, wenn (die ivon dem 
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Kurvenzweige und den Geraden y = r und a; = r eingeschlossene 
Fläche um die letztere Gerade rotiert, hat demnach das Volumen 

J,=r^7t-J= r^7t [\i\ - ^^7t\, 
h) Die krumme Oberfläche des Rotationskörpers g) wird 





S2 = 27t I (r — x)ds = 6 r^Tt I (cos y — cos V) sin ^d<f = 



= — 6r V ^ cos V — i cos ^ 



|r%. 



6. Vermischte Aufgaben. 

19) Man bestimme den Inhalt derjenigen Fläche, welche von 
einer Kurve, ihrer Evolute und zwei Krümmungsradien der 
ersteren eingeschlossen wird. 

Bezeichnet q den Krümmungsradius, da den Kontiugenz- 
winkel der gegebenen Kurve, so wird der verlangte Flächeninhalt 
bestimmt durch die Formel 

20) Für die Ellipse x^acostp, y=:6siny ist 

abd(p 



da 



' a^ sin V + *^ c<^s V ' 
(a* sin V + ** cös V)^ 




demnach wird 



jP= ^ , I '^ (a^ sin V + *^ cos V)^ ^^ = 



— 170 — 



1 
2ab 



fa« + JV 



)+M--2- )r 



a* — 6" 



sin 2<p + 



/a* — J*\* sin49) 
"•"l 4 / 2" 



jqpi 



Setzt man hierin ^^=0, (f.2=^n, so findet sich für die dem 
Ellipsenquadranten entsprechende Fläche 

_ 3a* + 2a262 _|- sj* 
^^— 32ab '^• 

21) Die Zykloide x = r{(p — siny), y = r(l — cosy), für 

welche da = — d{{(f\ Q = 4,r%m\(f ist, 



ergibt F = — Sr^ T^sin'* ^y ^ U^) = 2r2 

IT 



y — sm y 



= 2ra:. 




Für (p=^7t^ d. h. für die zur halben Zykloide gehörige Fläche 
folgt demnach F^ = 2r^7t. 

22) Für einen Zweig der A s t e r o i d e (x ^ r cos *y> 
^ = r sin ^y) wird, da für diese Kurve 

a^=7c — <p, Q = ir sin 2y ist, 




23) Die Kreisevolvente 

x^r (cos y + y sin ff), y^r {sin tp — y cos y), 
för welche da = d^p, ff = r(p gefunden wurde, liefert 



F=ir^j^f''d(p=^r''(f\ 



Man bestimme die Bogenlänge von den folgenden Raum- 
kurven: 

24) Die zylindrische Schraubenlinie: (S. Bd. 1, 
pag. 257) 

a; ^ IM cos y . y = m sin y-, z = ngi. 
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Lös. 






Die Länge eines Schraubenganges wird hiernach (y^ =9)1 4-2^) 

25) Die konischen Spirale: (S. Bd. I, pag. 259) 
x = tcos (m lt)j y = ^ sin (m Z^), ^ = nt 




Lös. 5 = yi + m2 + w-^ r*d^ = yi + m2 + w2(^2 — ^)- 

Setzt man hierin mlt = (f, also ^ = e'», so folgt für die Länge 
eines im Punkte x^, y^, js^ U^ = e^j anfangenden Umganges 

«1 = y 1 + w2 + w2 e"" ^c'»"~ l|. 

26) Die Loxodrome. 

Loxodrome wird diejenige Raumkurve genannt, welche sämt- 
liche Meridiane einer Kugel unter dem konstanten Winkel a 
schneidet. Ist der Radius der Kugel = 1 und bezeichnet & die 
geographische Länge, tp die geographische Breite eines beliebigen 
Punktes der Kugel, so lautet die Gleichung der Loxodrome: 

3 = tang a - 1 cotang (^tt — ^y). 

Lös. Da zwischen den rechtwinkligen Koordinaten x, y, z 
und den Koordinaten y, d eines Kugelpunktes die Gleichungen 
bestehen a; = cos 9) cos 0; y = cos (p sin ^, ;? = sin % 
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woraus folgt: 
c£r = 2— ^y + Sa ^^ = — sin ^cosxf d<f — cos y sin ^ d«^, 

dy = ^ d(f -{- ^ dd = — sin y sin ^dq^ + cos y cos v^ d^, 



SO wird 



ds = Ydx^ + dy^'-fdz^ = ^ dy ^ + cos ^y dd^^. 



Nun ist gemäß der Gleicliung der Kurve d^=tanga 



folglich 



und daher 



d(f 
cosy 



s 



(fe = y 1 + tang ^a d(f^ 

1 ('"'da, = ^^ - *i 
COS a J (pi cos a 



Kapitel VIII. 

Enlersche Funktionen. 

§ 30. Definitionen und Formeln für 
Enlersche Funktionen. 

Man bezeichnet als Enlersche Funktion erster Gattung den 
Ausdruck 

B {p, q)= I xP-^ (1 — :r)«-i dx, 
als Integral zweiter Gattung 

/300 

r{p)= j e-^xp-^dx. 

Diese Integrale lassen sich im allgemeinen nicht auf ele- 
mentare Funktionen zurückführen. 
1) ^(i^ + l)=i^^(2>)- Beweis durch partielle Integration. 

2)r(i) = i. 

3) r{n)^{n — 1) ! , wenn n ganzzahlig ist. Beweis folgt aus 
Aufg. 1) und 2). 

nlnP 



4) r(p) = Um 



Pip + l)(p + 2)..,(p + nl 



n=00 



Anleitung: Es ist e-^ = lim 



(i-:r 

r{p) = lim \ rxP-^ (l — ^"^dx 



, somit 



n = 00 



Durch wiederholte partielle Integration 
erhält man schließlich den obigen Ausdruck. 



1 , d (xp) ^ 
xp-^ dx= ^ - etc. 

V 



lim 



n = 00 
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5) rip) r{i—p)= ."^ . 

Anl.: Man benutze den soeben für r{p) gewonnenen Aus- 
druck, bilde ihn auch für r(l — p) und beachte, daß 

= sin X ist. 

6) ^(i) = y^- M^^ß setze in der vorigen Formel i? =i. 

Der negative Wurzelwert kann nicht = r (^) sein, weil^ 
wenn man das Integral für r{\) als unendliche Summe schreibt^ 
alle Summanden positiv sind. 

7) r{i^+p)^r{\—p)= '^-. 

7t 

Anl.: Man schreibe Formel 5) r(q)r(l — q)= -. - und 

setze für q einen passenden Wert ein. 

8) B(p,q) = B (q,p). Die Formel folgt aus dem Integral für 
B(p,q) durch passende Substitution. 

Anl.: r{p)= I 6-* a:''-^ (ir. Ist n eine beliebige positive 

Zahl, so setze man x = ny und erhält durch leichte Umformung 

1 1 P^ 

n'' r(p)J^ ^ ^ 

Setzt man n = l+a: und ersetzt p durch p-^-q^ so erhält 

1 1 P^ 

man ,. ,-\„:l. = t^/- • \ I e-'^^-^^vyP+g-i dy und durch In- 

{l+x)P^ r{p + q)J, ^ ^ 

tegration 

1 /300 r /300 

Es soll also erst der innere Ausdruck nach y integriert 
werden, dann sollen für y die Grenzwerte eingesetzt werden^ 



B{p,q)=f 
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sodann soll das Resultat nach x integriert werden und es sollen 
für X die Grenzen eingesetzt werden. In der Lehre von den 
mehrfachen Integralen (cf. Band II, Abt. II) wird gezeigt, daß 
bei konstanten Grenzen die Reihenfolge der Integration umge- 
kehrt werden kann. Es ist also 

1 jQOO /300 

Substitttiert man xy = z, so wird 

V^'«^ r(p-\-q)J^ ^ * ^^' rip-\-q) 
10) S{p,p) = ^^^,B(p,^). 

Anl.: B{p,p)= f{x - xy-^dx= C [i — {^ — x)^}"^ dx. 

V V Q 

Indem man im zweiten Integral a; = 1 — z setzt, findet man, 
daß beide Integrale gleich sind 

B (P, p) = 2f^[\-{\^ xyy-^ dx. 

Durch die Substitution ^ — x = ^iy kommt man auf 

B{p,p)= 2^-1//"' (1 - y^""' ^y^ 

wodurch der genannte Ausdruck hergestellt ist. 

11) r{:ip) = ^r{p)r{p + \\ 



Man reduziere Formel 10) auf r- Funktionen. 

xP-^ 

-X 



12, r.(p) = r,/;l \ -l 



l 

X 



dx. 



x\nL: ^ rh erweitere man mit rb, so erhält man 
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Setzt man in r{b) = j e^^ a^-^ dx e-' = z^ so erhält man 

B (o, 6) = r iC-i (1 — «)»-! d«. 
Setzt man dies ein, so erhält man durch einen Grenzübergang 

r- (a) = [^^*".I-^-(".+-*) ~ ^^I 



=^<"'/.'t('i|-S 



6=0 

dx. 



Führt man für a p ein, so erhält man das gewünschte 
Resultat. 



13) 



d\lT{d)\_ ^^\ 1 



^ da Jo [^ 1 



a-l 



rc 



dx. 



er 



ax 



y—X 



dx. 



Man reduziere die folgenden Ausdrücke auf Eulersche Funk- 
tionen und nehme, um spezielle Fälle zu erhalten, die Parameter 
derselben ganzzahlig an. Letztere Resultate finden sich in den 
eckigen Klammern. 



1) fj^ [Dy dx ^ r {a). [={a-m 
Substitution 2/ = M ) • 



e'^ e(-e^) dx = r{a), [= (a — 1) !] 

-oo 

/»OO 1 

a^ e-""-^ dx= , , r(n + 1). 



tt! 

m"+' 



n! 

(Za)»+i 
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n( 



p -{-nq — n) 



n 



7t 



8) i sin "»-^ic cos "-^ic ^^ = ö -^ ( oS o ) 



m — 2\, /n — 2' 
2 / • V 2 
m-|- w — 2 
2 



9)/J»'-Ml-»)"^'<b=X^ 



n 



p + 9^ — w 
n 

m + 1 



n 



,1- 



m + 1 



n 



TT 

, ^ Subst.: u = -^ 

. m + 1 ^ 

Sm TT 






(^,-1)! (3_-l)!l 



Subst.: x^ 



y 

1-y 



12) f°°e-^x''p-^dx — ^^^^ 



(P - 1) ! 
n 



Kapitel IX. 

Elliptische Integrale. 

§ 31. Reduktion der elliptischen Integrale auf 

die Normalform. 

Ein Ausdruck von der Form i f{y^^Y) dy h^ißt ein ellip- 
tisches Integral,, wenn f eine rationale Funktion der beiden 

Argumente y und fY ist, wobei unter Y ein Ausdruck dritten 
oder vierten Grades in y verstanden ist. Im letzteren Falle, den 
wir zunächst ins Auge fassen, sei er etwa = c^ «/* + ^i V^ + ^^ ^^ + 
+ ^sy + ^4- Nach dem Fundamentalsatz der Algebra können 
wir ihn in der Form +c{y — a){y ^ ß)(y — y) (y — ö) schreiben, 
wobei c als positiv vorausgesetzt ist. a, ß, y, d seien die Wurzeln 
der Gleichung 7=0, die entweder alle reell sein können, oder 
es können zwei reelle und zwei konjugiert komplexe oder zwei 
Paare konjugiert komplexer Wurzeln vorhanden sein. Im ersten 
Fall seien sie der Größe nach geordnet, also of>>/?>>y>>d, im 
zweiten seien y und <J, im dritten a und ß sowie y und d kon- 
jugiert komplex. Von der Existenz mehrfacher Wurzeln können 
wir absehen, da wenn etwa Y von der Form {y — a)^ (y — ß) 
(y — y) wäre, man y — a vor die Wurzel setzen könnte und dann 
nur ein Integral von der Form der im Kapitel III behandelten 
übrig behielte. 

Setzt man y = ^^^^-, so läßt sich der Radikand durch 

passende Wahl der Größen p, h und q auf die Form bringen 
r +~(r± x'^) (1 + g^x^, wo g^ < 1. 

12* 
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Sabstitoiert man den angegebenen Wert von y, so findet 
man als Bedingung för das Verschwinden der Koeffizienten von 
X und x* 

1) {p-a){i-ß) + {q-a){p-ß) = Q. 

2) (p_y)(gr_5)-j-(gr_y)(^_d) = 0. 

Hieraus lassen sich im allgemeinen p und q, die reelle Größen 
sind, bestimmen. Ist dies geschehen, so hat man 

V y _ ^*Mc{p -a) {f—W f^ y)(p — ^ w 
' (h + xf ^ 

Man überzeugt sich leicht, daß alle vorkommenden Produkte, 
auch bei konjugiert komplexen Werten von a und ß oder y und 
<5, reell sind. 

Nun sei ( g-«)(g-/^ ) ^ (g-y)(g-(? ) 

Dann setze man h = '\/+~y^ !-^ — ~J^, wobei das Vor- 

V — {p — (^){p — ß) 

zeichen so gewählt ist, daß der Radikand positiv wird. 

Dadurch ist der Ausdruck in x auf die gesuchte Form ge- 
bracht, nämlich + (1 + x^) (1 + 9'^% wo 

^2 _( g-y)(g-<> ) (p ::z^) (p zl.^) ^ . 

Substituiert man nun x^ = /^T 7) 72 > ^^ erhält man bei geeigneter 

Wahl von A, B, (7, D unter dem Wurzelzeichen einen x4.usdruck 
von der Form ilV^^^)ll^~ycH^) , x^ < 1. 

Das ursprüngliche Integral l f (y, fY) dy sei durch diese Sub- 
stitutionen übergegangen in Ty {t, VT), wo r= (1 — f^) (1 — x« t^\ 

Es läßt sich analog wie das entsprechende Integral in Kapitel III 

/PT dt 
U\ dt-{- j —j — , unter y; und '/; ratio- 
nale Funktionen von t verstanden. Das erste kann als rationales 
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Integral leicht ausgeführt werden. In 9\ fasse man die geraden 
und ungeraden Potenzen von t zusammen, so daß 

yr^ = 0^(t^) + tcp^{ty, also 

J ff J i'T "^J iT 

Das zweite Integral führt durch die Substitution t^ = z auf eines 
der in Kapitel in behandelten. Das erste zerlegt man in eine 
ganze Funktion und Partialbrüche, also 



np^=f{2-^'^'-+:2ff.+ 



+ 2'' (i + Lty) 



{i + nyty} yr' 

wobei pa, qß, r.y, riy die bei den betreffenden Gliedern auftreten- 
den Eonstanten bezeichnen und die Summen über sämtliche 
Glieder derselben Art zu erstrecken sind. 

So kommt man auf zwei Typen von Integralen, von der Form 

a) A±,., =J Yt - ' ^) ^^^' =J (1 +-n7«). yr • 

Auf diese wendet man die Eekursionsformeln an: 

a) ^/»-3 i'T = {2ß - 3) J?(^_2) - 2 (/? - 1) (1 + x^) E^^-i) + 

+ (2^ - 1) x^ Ji (/?). 
tfT _2(y-l)(n + l)(n + x^) 

(2y-3)(n{n + 2} + x2|2n + 3)) ^ , 

2(y-2)(n + x2{n + 31) ^ (2y-5)x« 

Durch a) läßt sich R(±ß) auf R(i) und R(q) reduzieren, durch 

b) 8(y) auf ^(i), iS'(O) und S(-i). So und /?(_!) lassen sich aber durch 
i?(o) und i?(i) ausdrücken, so daß sich also jedes elliptische Inte- 
gral reduzieren läßt auf algebraische Ausdrücke und Integrale 
von der Form: 

-K(O) = f . , -R(i) = I / und S(i) = I 
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Setzt man noch ^ = sin9), so erhält man die drei Legen- 
dreschen Normalformen der elliptischen Integrale: 

«/ y 1 — z^ sin *9) \ / 

2) E (y) = r^y 1 — x2 sin V dy (= E(o, (0 — x« B(i) (o' 

J (1 + w sin V) y 1 — >^ sm V \ / 

Die Integrale -P'l o ) ^^^ -^l 9 ) ^^^^^^ ^^^ ^> ^^w. -B be- 
zeichnet. 

Ausführlicher findet man die Reduktion der elliptischen Inte- 
grale dargestellt in einigen Lehrbüchern der elliptischen Funk- 
tionen, z. B. dem von Enneper. 



§ 32. Beispiele. 

1) Man beweise die Richtigkeit der für B und S ange- 
gebenen Rekursionsformeln. 

Anl.: Man verfahre entsprechend der Ableitung der elemen- 
taren Rekursionsformeln. 

2) Man bestimme die Koeffizienten der Substitution 
a;^ = -7^-j— ^--„ so, daß - __ ^ ^ m die Form 

gebracht wird. 



dx 



Anl.: , ^ — 

i(l + x^){l-\-c^x^) 

_ {BC — AD)tdt 

Damit die dritte Klammer = 1 werde, sei A -{- C =' 1, 
5 + Z) = 0. Damit eine der beiden ersten Klammern radiziert 
werden könne, muß eine der Größen A, B, (7, D verschwinden. 
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B oder B kann es nicht sein , weil zufolge 5 + -D = dann 
beide =0 sein müßten. So bleiben 2 Annahmen: 

a) J. = 0, (7=1, 2> = — 5, b) ^ = 1, (7 = 0, 2> = — -B. 

a) führt auf 

dx _ iBdt 

i{l'+x^){l + c^x^) ~ 'i{l—Bt^)(l — ~B{i'--'c^)t^) ' 

Setzt man B = l, so ist, da x* = l— ^c'<<l, die Trans- 
formation in der gewünschten Weise vollführt. 

b) würde für x^ einen Ausdruck, der > 1 ist, liefern : 

dx dt 

y(i +x^y(i + c^-x^ ~ fi ' 

3) ■ soll ebenso transformiert werden. 

^ i{l — x^){l + c''x^) 

Man findet J.= l, -B = — l, C = l, 2) = 0. x^ = , f ,- 

dx y 1 — x2 dt 



i{l—x^){l-fc^x^) fT 

y— (1 — ^:2) (l + c^a;'^)' 

A = 1,B = 0, C=l,i) = -l,x^=^^^,. 

dx xdt 

i— (1 — V^) (1 + c^a;^) "" Jt' 
dx 
i {1 -\- x^) (1 — c^x^' 

A = l, B = -l, C = c', Z) = 0, x^=i_J:,2 

dx xdt- 

i {1 -{- x^) (1 — c^ x^) ~~iT' 

6) '^ 

V— (l + a;*)(l — c««")' 

da; _y"l — x«d« 
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7) 



dx 



V— (1— a;«)(l — c^a;«) 

A = l, 5 = — (1 — c»), C = c«, D = 0, x> 

da; dt 

V— (1 — x^) (f — c^*) ~ ~ y r ■ 

8) , _ - /^ =. - , a;>l. 

y(a;» — l)(c«a;« — 1)' 

^ = 1, 5 = 0, C = 0, D = c«, x« = c«. 

da; d< 

y (x'' — i") (c« «« — 1) ~ ~ y T " ■ 



= 1 — c' 






9) Man berechne den Bogen der Ellipse 2 + ^2 = 1 




Schreibt man x = a cos q>, y = b siiKf für die Ellipsen - 
gleichung, so ist 



s = 



«/J* ]/ 1 -"*„»-*' sin V <^ = «( -E (9'2) - -E (yj ) 



{"-r) 



. Speziell ist die Länge des Ellipsenquadranten 

S = a E{x). 

t/2 

Wählt man z. B. die Ellipse x^ + z,.-=h so ist 

(i) ' 

S = 1,4674622 . . . 

Zur Berechnung kann man die Integration durch Reihen 
(§§ 33 und 34) oder die früher angeführten Näherungsmethoden 
benutzen (§ 26). 
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Für die Erde ist die Abplattung n= ~ = ^7^ , also 

a 300 

599 
e^ = n{2 — n)= oäTjaö ' ^^^ Umfang des Erdäquators ist 5400 

geographische Meilen, der Umfang eines Meridians ergibt sich 
zu 5391,004 geographische Meilen. 

10) Bestimmung des Bogens der Hyperbel 2 — L = 1 ? dessen 

Anfangspunkt die Abszisse x^^ dessen Endpunkt die Ab- 
szisse x^ hat. 



a 



^2 — ^2 ? ^2 



Da -^> ^, so setze man x= - - 

'^^j/(l_^2)|i_^1^2) 
Da x'^^a, also ^>c>l, so setze man nach Aufgabe 8) 

i=t. 

i 



also X* = 



e" 



Nach der Rekursionsformel für die Integrale Il(ß) ist 
/» d^ _ (1— ^ä)yi— x«^2 1 /s^^d^ 

=«-{F--"'i^--"'i:+i:v\-^/-^- 

e^ — 1 fl" dz I 

'' J.izf 

z = sm % 



s 
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s = oc j cotang <p^il — x* sin V« — cotang (p^fl — x' sin Vi + 

+ ^(<!P.)--B(<iP,)-^'^-^(F(9>,)-F(y,))l 

11) Es soll bewiesen werden, daß sich die Länge eines ins Un- 
endliche gehenden Zweiges einer Hyperbel, vom Scheitel 
aus gerechnet, von der Länge der ihn begleitenden Tan- 
gente, vom Mittelpunkt an ebenfalls bis zu ihrem unendlich 
fernen Punkte gerechnet, nur um eine endliche Größe 
unterscheidet. 




♦••«f 



Lös.: Errichtet man auf der Abszissenachse im Punkte x 
das Lot, welches die Hyperbel in P, ihre Asymptote in P^ trifft, 
so ist, wenn der Mittelpunkt der Hyperbel ist, in der Bezeich- 
nungsweise der vorigen Aufgabe 



OP^=xe = 



ae 



Für a; = a wird y = 



71 



OP^ — AP 



= ae I 



smy 

1 — cos (fil — x^ sin V 



smy» 



+ 



+».(E(»)-£(.,)_"(«i-y(^(j)-^M). 

i? ( ^ I mag wieder mit E, Fi^\ mit K bezeichnet werden. 



Für iT = oo wird y = 0, ebenso E {(p) und F {cp) , da die unteren 
und oberen Grenzen der Integrale dieselben sind. 

1 — cos y y 1 — x^ sin V \ . , , , . 

siny 
nach bekannter Methode =0 gefunden. 



{ 



\ wird unbestimmt = ^ , und 
/qp=o ^ 
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Also wird 



^ a(e^ — 1) ^ 



arsssoo 



Um OP^—AP 

womit der Satz bewiesen ist. 

12) Man beweise: Haben zwei Hyperbeln dasselbe Achsenver- 
hältnis, so sind die Längen zweier entsprechender Zweige, 
gerechnet vom Scheitel bis zur Unendlichkeit, gleich. 

Lös.: Man benutze die in 10) entwickelte Formel und 
mache denselben Grenzübergang wie in 11). 

13) Der Bogen der Lemniskate r = a y 2 V cos 2 y , wo a der 
Abstand des Brennpunktes vom Mittelpunkt ist, soll be- 
rechnet werden, wobei der Bogen vom Scheitel (y = 0) an 
gerechnet werden möge. 




Lös.: s = 






d(f) 

- 2 sin ^(f 



Da in der Normalform x^ < 1 ist, setzen wir sin f/ = 



sin V^ 

y2" 






wodurch man erhält: 

Der Umfang der ganzen Lemniskate ist natürlich 

8 



^2K. (x^ = |) 



14) Den Bögen der Sinuslinie zu ermitteln. 

Lös.: y = a sin mx. Setzt man mx = z^ so wird 
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s=- — ■ f 1/1— , , t-,8m*z = 

m </ r 1 + a* w' 

_yi + ««m« / a*m* i 

Der Bogen der Ennre von einem Schnittpunkt mit der Ab- 
szissenachse bis zun nächsten Mazimom der Entre ist 



s^m^,. {.'^,^^) 



Er hat also dieselbe Länge wie der Quadrant einer Ellipse 

am 



von der Exzentrizität e = 



A = 



yi+a 



yi+a 



2jw2 



and der großen Achse 



«m* 



m 



16) Der Bogen der Kurve r = a8m2^ soll ermittelt werden. 
(Vgl Bd. I, pag. 186, Aufg. 27.) 




= a Pysin- 2^ + 4 cos^ 2y dtp = 2a jV 
2^ = ip. 



sin^ (2y) dy. 



=/:f-" 
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sin ^ip dxp. Der gesamte Umfang der 



Kurve ist also S = 8aE. |x^ = — j 



Er ist also gleich dem einer Ellipse mit den Halbachsen 
2a und a, 

16) Man bestimme den Bogen der Pascalschen Schnecke 
r = a + 6 cos 9) (vgl. Bd. I, pag. 192, Aufg. 48), der zwischen 
(p = und <f^=7t liegt. 




S = r^fa^ + b^ + 2ai cos y d(f, 
a und h können als positiv angenommen werden. 



Man setze ^ = 2ip, so ist d(f = 2 dip, cos 9) = 1 — 2 sin ^ip. 



2ab 
,2^52 cos SP d<f. 



71 

2 



S = 2 (a + J) J^ ]/l - ,-^,, sin V d^- 



4oä" 

(« + by 



Da sich leicht nachweisen läßt, daß 



4. ah 



{a + bf 



1, so ist 



S 



^2(a + l»E. (x^=(,'+^,)a) 



Wie man sieht, kann man diesen Bogen leicht mit einem 
bestimmten EUipsenbogen vergleichen. 

17) Man beweise den Satz: Wird die parabolische Spirale (cf. 
Band I, pag. 215) a — r = y 2 dbip von dem Kreise r = ^ 
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in A geschnitten, von den Kreisen r = o + ^ tind 

r = — c beziehungsweise in B und C, so daß A zwischen 
B und C liegt, so ist Bogen AB = Bogen AC. 

2 



-/: f'V'^-'^.. 



a . . a 



Substituiert man in »^ r = ^— {- ^, in ^^ r = — jgr , so ist 



^^^^^/ol^+a^Ä^l^'-lT'^- 



5, = 

dir 



18) \ %,- ^ soll auf ein elliptisches Integral reduziert 



werden. 
Lös.: Setzt man « + ,0 ^ = ^^) so wird 



/H, = , 1- rr^ . , also nach der Definition ein ellip- 

tisches Integral. 

Substitution : a + 2 6« + <^* ^ ^''• 
" 20) P (a;*) und Q, («*) seien rationale Funktionen von x^. Es soll 

J= I -. ; ""L y~ - auf elliptische Integrale redu- 

J i a -j- bx^ + ex* + ex" 

ziert werden. 

Lös.: Durch die Substitution x^ = e erhält man 

J iaz + J^r^ + c^'-f c^* '^ J -^ a -^ bz -\- cz^ -{- ez* 
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21) Q sei wieder eine rationale Funktion von x^. 

J= I TF ^ ^ ^-^-^ ^ - , soll reduziert werden. 

Lös.: fa^2bx^~-fcx^ = z, ' 

cx^ = — b + fb^— öc + c-sr* , 

XdX= , ^rr-_ . 

y b'^ — ac-\' cz^ 
Setzt man den für x^ gefundenen Wert in Q {x^) ein, so läßt 
sich diese Funktion auf die Form bringen 

Q{x'^) = Viz") + ib^ — ac'+cz'' V {z^\ wobei U und F ratio- 
nale Funktionen von z^ sind. 

CxQd^_ _^r_ Z^üdz _^f^,y^^ 

J ^a + 2bx^-{'cx^ J ib^ — ac + cz"^ J 

Das erste Integral ist elliptisch, das zweite rational. 

22) J=C ^^^'^'^'^ 

J ^a + 2bx^ + cx' 

Lös.: ^ a -\- 2bx^ -^ cx^ = xy , 

c — y* 
Durch logarithmisches Differentiieren erhält man 

dx 3 I a 2 ] 

^ ~^ \ib^-- ac + ay* (— b -fib^ — ac + atj^) c — y^j ' 

Man erweitere mit b-\-^b^ — ac-^ayK 

dx= ^^y^^y 

yb^ — ac + ay'^ ' 

dx x^y^dy 

|^a + 26a:2 + ca:*~" ^ b'^ — ac -\- ay^ ' 
Setzt man in P und x^y^ den Wert von x^ ein, so resultiert: 

tJ y 0^ — ac-\- ay* <J 
worin U und V rationale Funktionen von y* sind. 

Das Integral /'(^(«*)+^<?(^''))*» läßt sich durch Zerlegung 



x^ = 
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in seine Summanden reduzieren auf Integrale, die in dieser und 
der vorigen Aufgabe behandelt wurden. 

J= f{P(x^) + xQ (x^)) fa + 2bx^cx^dx läßt sich ähnlich 

behandeln. 

23) JP sei eine rationale Funktion von x 

/Pdx 
'^ a -{- hx -{- cx^ -{- ex^ + cx^ + bx^ + ax^ 



J = 



Substitution: x-\ = 2^. Wenn man beachtet, daß 

^ X ' 

y a: = ^ V-gr + 1 + y^sr — 1), SO ergibt sich leicht 



jy(^"~i)z"^ji 



y(^"~i)z ' jy(^+i)z' 

wo Z=8a^8 + 46^2 + 2-8f(c — 3a) + (e — 26), während Z^ und 
Zg rationale Funktionen von ^sind. 

24) J= r-^__=i£±f-iÄ^ = ., P und (? rationale Funk- 

c/ ^ a -\' hx^ -\- cx^ -\- hx^ + ax^ 

tionen in x^. 

Substituiert man a;^ = ^, so reduziert sich der erste Teil 
des Integrals auf einen Spezialfall der eben behandelten Auf- 
gabe, während der zweite offenbar ein elliptisches Integral gibt. 

^ J ^ a -{-2bx^ + cx^ 

Setzt man ic = l— j ^, so erhält man einen Spezialfall der 

vorigen Aufgabe. 

26) Q sei eine rationale Funktion von sin y und cos y. 

Qd(p 

y« + 6 cos 9» -f- c sin 9» 

Um den Radikanden auf die Form a' + f>' sin^ ip zu bringen, 
setze man q) = 2tfj-{'a. Dann ergibt sich für a die Bedingung: 

b sin a^=c cos a, a = arctang U j • 

Q läßt sich auf die Form bringen 

JSf (sin^ ip) -\- sin ip cos ipN {sin^ ip). 



Jfa 
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Mdip ,1 P N sin xp cos xfj dip 






Das erste Integral wird durch die Substitution sin 9) = o: als 
elliptisches, das zweite durch die Substitution a' + 6'sin*t^ = ;9r* 
als rationales erkannt. 

Qdg) 



"^h 



yj.+jBcosy + Csiny+Dcos^y + JS^sinycosy+Fsin^?'' 

worin Q eine rationale Funktion yon sin 9) und cos (p ist, während 
Aj By Cj Dy Ej F Konstanten sind, wird durch die Substitution 

taug ^ = X auf ein elliptisches Integral zurückgeführt. 



Sohncke's Anfgabensammlung. II. 13 



Kapitel X. 

Integrale und Reihen. 

§ 33. Auswertung von Integralen durch Reihen. 
Ein Eeihe von unendlich vielen Gliedern 

fif = Wi + Wg -f W3 + . . . 4- w« + . . . 

heißt konvergent, wenn die Summe 

Sn = «*! + W« + • • • + «*» 

mit unendlich wachsendem n einem endlichen Grenzwert zustrebt, 
den man als Summe der Reihe bezeichnet. Die verschiedenen 
Größen u können dabei Funktionen einer Veränderlichen x sein. 
Eine solche Reihe nennt man gleichmäßig konvergent 
in einem gewissen Intervalle x = a...bj wenn bei einer beliebig 
kleinen gegebenen Größe e sich stets ein Index n finden läßt, so 
daß der „Rest" der Reihe 

falls m^.n ist, für j e d e n dem Intervall angehörigen Wert von 
X kleiner bleibt als die gegebene Größe e. 
Eine Potenzreihe, 

S = ÜQ -\- a^x -]- a^x^ -{-... -\- ünX*^ + . . . 

konvergiert innerhalb ihres Konvergenzintervalles stets gleich- 
mäßig. 

Ist eine Funktion von x in einer Reihe gegeben, die inner- 
halb eines gewissen Intervalles gleichmäßig konvergiert, so 
ist das Integral derselben gleich der Somme der Integrale der 
einzelnen Reihenglieder, es ist also unter der angegebenen Vor- 
aussetzung, wenn 
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/" (^) = «*i +<*«+ *^8 4- ... + «*« + ..• . ist, 
1 f(x)dx = luj^dx-{- ju^dX'\' iM8dr + ...+ I w„cir + ... 

Die so entstandene Eeihe gilt natürlich ohne weiteres nur 
für die Werte ic des Intervalles a...b. 

Eine Potenzreihe ist mithin innerhalb ihres Eonvergenzinter- 
valles stets integrierbar. 

Diese Sätze wendet man an, mn Integrale, die nicht in ge- 
schlossener Form integrierbar sind, in Beihen zu entwickeln. 

Man entwickelt den Integranden in eine innerhalb eines 
.Intervalles gleichmäßig konvergierende Reihe und integriert dann 
gliedweise. 



§ 34. Beispiele zu § 33. 



«/- 



sina: , x^ , x^ x'^ 



X 

vgl. pag. 83.) 



^'^^~3T3T"^5T5T~7V7T~**' (Integralsinus, 



^>/ 



cosrr , , x^ , X* x^ 



')/ 



Cosinus, vgl. pag. 83.) 

tanga;, _ .B,.2«(2'-1) .B, ■ 2* (2* - 1) . , 

/ »cotang^ , 1 ■gi2» ^,.2* 

*^J S ***- « 1.2!* 3.4!*^ 

— ^^ a;* — ... Grenzen wie vorher. (Vgl. Bd. I, pag. 91.) 

Pi^ r^*^ r;t»n.^ ("2--*) (t~'') 

5(|_.)- 61(1-.)' 1385(f-f 



6-5! 8-7! 10-9! 

18* 
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—. =^xl tang -^ — \ l tang ^ (Partielle 

X 7t 

Integration). Setzt man — = - - + y» so kann man di« auf 



yr 



X 



pag. 91 des ersten Bandes entwickelte Formel für ?tang(y + ^-) 
anwenden. Vgl. pag. 84, Anfg. 30) und 32). 

gesetzt wird. 

Somit ist diese Aufgabe auf die vorige zuriickgefährt 
(Vgl. pag. 83, Aufg. 25) und 27).) 

„. P dx , , . . (aresin xy , (aresin xV -- 

7) I -' — = J (arcsm x) — "^ o ot + >. ^, + . . . 

^ J arcsina; ^ ^ 2-2! ' 4-4! ' 

A n 1. : Durch die Substitution y = aresin x wird das vor- 
liegende Integral auf das in Aufg. 2) behandelte reduziert 

dx , (arccosa:)' (arccosa:)'^ , 

= — arc cos x + ^^ — 0-01 ^^ — c, ^, ^ + . . . 



8) f- 



arc cos a; 3-3! 5-5! 

„> /* aresin a; dla; x' i_ 1*3 a;*^^ 

^^ J X ~*~2:F + TT5^"'" 

1.3...(2n-l) a^' . , 
"'^••' 2. 4... 2» (2n + l)» ^"^1^^^- 

/x dx 
7 Durch die Substitution x = arc sin y wird dies 
tang X ^ 

Integral auf das vorhergehende zurückgeführt. 



— 197 — 
Aufg. 11) und 12) ergänzen Aufg. 10) auf pag. 87. 



16)/- 



Ix 



Setzt man y = lx, £r = (m4-l)y, so wird man 



auf das Integral / gefuhrt, das nach Aufg. 9) zu be- 
rechnen ist. 

Jil^^x* 1 2-5 ^"2.4.9 ^2. 4. 6-13 ^••" 



18) J'(l+^.)-,ir = :.+^-ii.a;H-i + ^2/ 



CM < 1). 



2^ + 1^'^' + 

+ ••• + -^«"'+1 + ... 
np + 1 ' 

Die Beihe konvergiert fnr jedes x, für welches die Ent- 
wicklung von (1 + a;')'" in die Potenzreihe konvergiert m kann 
natärlich auch gebrochen sein. 

/dx 
-= 7,==.-=^ _=r- -. , x^ < 1. (Elliptisches Normalintegral 
y (1 — x^) (1 — x^ ic^) 

erster Gattung, vgl. pag. 182.) 

^''■■- VT~^-r,— 1 + 1 "'-' + ^4- ''*** + 

, l-3-5.. .(2»- l) a.^ , 

T— - '^ _ = r _^ ^ 4- — X« C-^--- + 

J y (1 — a;«)"(l — X« a;«) J V 1 — "«« 2 J y i _ a;« 

1.3.5. ..(2n-l) /»x^'dr 
t-----T" 2. 4.6. ..2» Jyi^ 



«« 



Nach Aufg. 31) auf pag. 48 ist 
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/x^dx 1.3...(2w — 1) . /, ^ ^x^^ . 



(2n — l)^«i,--3 (2t» — l)(2w — 3)...3.a: 



) 



2n(2n — 2) ' "• ' 2w(2n — 2)...2 

Bezeichnet man das in der Klammer stehende Polynom mit 
Xnj SO ist 

/dx 

y(l — a;«)(l-^«^*y ~ 



= arc sin x 



«=1 ^ ■■ 



-yi^izii^ 



l-3...(2n — 1) 



x2«X«. 



2-4. ..2n 
Die Gültigkeit der Entwicklang ist leicht festzustellen. 

^) / ]/ 1 _ i ^- (Elliptisches Normalintegral 2. Gattung, 
, vgl. pag. 182.) 



T-c ^R 9-¥ 1 "V l-3...(2n — 1) X««««" 

Los.: n-^'^'=i-2i — 274.7:2^ 2;n^' 

nssl 



X 

nsaoo 



/ 



-^ 2. 4... 2» (2n — l)il—zV 



•— 1 



/l/^-'^= 



naoo 



= arcsin x 



-i( 



1.3...(2n — 1) 
2-"4...2n 



/ 2«-l 



+ 



+yi-^ 



*2n 



2 



"V l'3.. .(2n — 1) ^^ 
^ 24.. .2w 2n — 1 



An. 
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erster Gattung.) 

Lös.: Für x = l verschwindet il — x\ für a: = X«. 

22) ^= r liZI^ ^- (EUiptisches Vollintegral der 
zweiten Gattung.) 

Lös.:i?=2-|l-(-2-)-^— (g^J 3— 

_ _ / l-3-'-(2» — 1)^' x^ \ 

••• \ 2. 4. ..2» / 2n — 1 ••7 



91^ f"^ ^^ — l-L^j-la- — <? 

7 e* 1 J2 "T 2^ "'" 3a "i~ ' • • 2« 



2 



C/ 

00 /pda; 



. , P^ xdx P^ xe-' , 

Jo ^ — 1 Jo 1 — e~^ 



{xer' + ic«-*^ -j- irc-®* + . . .) dx. 



roo 1 

irc-"*da; = - 2, also 



c/o »»' 



/^°^ xdx _i,l_,l, _o 

J^ a^_l — i2-r22-r32-r... — ^^2. 

^ e/o e' + l ~12~22'^32 "*" '^a — 22 ^^2 — "2^2- 
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P ^ ^-1 _ (g-l)! /2«-i - 1\ 

1 /^'^ 
32) Man entwickle J® W = — \ cos (^ sin ic) dx in eine Reihe. 







' «7^(^) = l—22 +"22:42 2^-4^>6^ ^'"^ wobeie jeden 

Wert annehmen kann. (Einfachste Besselsche Zylinderfunk- 
tion erster Art.) 

33) ^ C''^^*'dx = J^z). 

1 /^^ 

34) — I cos (-er cos a;) dir = J<^ (-er). 

35) Man entwickle 

^ 1 P^ 

J« (z) = -___ — — — I cos (z cos a?) sin 2«a;dr 

^^ 1.3-5...(2w — 1) ttJo 

in eine nach Potenzen von js fortschreitende Eeihe. 

, ?^ f" 4. \ 

■^ '2*.2! (« + 1) (w + 2) 2«.3! (n + 1) (n + 2) (« + 3) 3: • ••/ ' 

AnL: Ans Aafg. 20), pag. 48 and der leicht in passender 
Weise omzuformenden Anfg. 29) anf pag. 104 folgt, daß 






'7t 

sin ^'*x cos 2iH-i;r dx = 0. 



' ,to ". CS ... 4r = fi:8^(2l=l)l j;-»--^»-l)l . 

2-4-6...(2n + 2jp) 
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§ 35. Summation von Beihen durch bestimmte 

Integrale. 

Kehrt man die Betrachtungen des § 33 um, so sieht man, 
daß sich oft eine Eeihe durch Integration summieren läßt 

Enthält die Eeihe eine veränderliche Größe, so ist zu fordern, 
daß die Beihe, welche aus den Differentialquotienten der einzelnen 
Glieder gebildet wird, gleichmäßig konvergiere. Dann ist 

% (^) + Wi (a;) + . . . w« (x) = J-^ dx + 

Läßt sich nun der Integrand in geschlossener Form sum- 
mieren, sein Wert sei etwa = (x), so ist 

^0 + ^1 + ^2 + • • • ^n + . . . = I 0(X) dx. 

Natürlich ist stets auf den Konvergenzbereich zu achten. 

Hängen die Glieder der Beihe nicht von einer Variabein ab, 
so fuhrt man eine solche passend ein. Die weitere Entwicklung 
ist wie vorher , man achte aber genau auf die Grenzen des 
Integrals. 

Ist die Beihe 

«0 + «1 + 0^2 +••• + «/» + •. • 

gegeben, wobei die Größen a Konstante bedeuten, so kann man 
häufig mit Vorteil die Gleichungen 

1) «n = I (w + 1) o; »a„ dx, 

benutzen. Spezialfälle der Gleichung 2) sind 
a) = / c-^^cte, 



b) a\= r 

J 



oo 

ff-^ x^ dx. 
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Oft kann man die Sammation dadurch ausführen , daß man 
die gegebene Reihe 

2 w„ = Wo + «*1 + . . . + w„ + • • • 

llasO 

als Spezialfall der allgemeineren Reihe 

naOO 

2 «*r^ auffaßt, wobei die Großen w^"*^ als Funktionen 

aufzufassen sind, die für einen gewissen Wert von m in die 
Größen Un übergehen. 
Man bilde dann 

2 2 u^^^ und scheide durch irgend welche Methoden 

ft^aOO 

hieraus die einzelnen Summen ^ w^"*^ für sich aus. 

naO 



§ 36. Beispiele zu § 35. 

l)a = l-| + | + ... + (-l)-^^-±... 

Lös.: ff= r ll — X* -\- X* — . . .-\- (—1)' x^ ± . . .\ dx. 
Die Summe der ersten n Glieder ist 

ist die Reihe unendlich, so ist 
_ P^ _dx_ _ 



arctanga;! =-. 



„. _ 1 , 1 1 1 _i_ 1^3 1 1 
•' 2 "^ 2 * 3 ■2»~'~2.4'~ö ■2»'^ 

l-3...(2w — 1) 1 1 

+ • • • "I 2-4 ... 2» '" 2» + 1 "2*^1 "^ • • ■ 
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Lös.: ff = 



I 1 1 » I 



_1_ l-3.. .(2n — 1) _1_ 
"•"••• 2.4...2n ■2n4-l 



a:2H-i 



/>i dx [ . 

' , = arcsii 



arcsm x 
13 1 



„ ~ 6 



3)a = l-2--y + 2.4-5 



1-3.6 1 



+ 



2-4.6 7 ^ 



JoVl 



Lös.: a = 



(2a; 



4) a = 



7t' 



7 



= 12. 



5.2*.0! 



~ 7. 9«. 2! + Ö.28.4T ~ 



7.2«.2! 



In 



Lös.: a=2 



Uc" 



a: 



+ 



9. 2». 4! 

(_ 1)» yt<4-2 

(5+ 2m) 2^*^(2»)'! 



+ ... 



7-21^9.4! 



+ ... 



7t 



='Ü(''-Ii+4i+-)*'- 



TT 



a = 2J' z* cos X dx = 2 \^„' — 3jt^ + 2i\ 
(Vgl. pag. 81, Aufg. 5).) 



5) a = 



n' 



Jt 



« 



+ 



?ri» _ 



6.2«.l! 8. 2». 3! ^ 10.2»«'.5! 

+ ... + (-1)» 



+ 



7r*»+« 



(2n + 6).22»^(2n + l)! 



7t 

%2 /^6 






7t 



= j x*^ sin a; die = ^ 12/r + 24. 



6) a = 1 + ö + Q "+ 4. + • • • (Harmonische Reihe.) 
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Lös.: Die n ersten Glieder haben die Snmme 

/n P^ x^ 1 
(1 + a; + ^* + . . . ^~^) dx= I ;j- dx, 

die Summe der unendlichen Reihe ist 



X 



c- 



a = oo. 



^«^=1+3—0— 7-+9-+ri + - 

Lös.: <;«= r (l+a;«)(l — «* + «« + ... )<ia; = 

1 — (— 1) '3^ 



=£(l + a;«) 



1 + a;* 



(2x. 






ff = 



TT 



2f¥ 



8)'' = 1— 5- + T-lT + r3 + -- 



Lös.: o„= j {l — z*-^x* — x^^ + ...)dx = 



P^l—x* 



=J\l-x*) 



1 — x* 



dx. 



ff = 



7t 



2f3 



1 — (— 1) 'afi' 



Lös.: ff, = r\l + a;« + «*) 



dx. 



+ x» 



1 + x» 
dx. (Vgl. pag. 16 f., Aufg. 74) und 75).) 



ff=j2.r. 
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10) a=i + i + ^ + ... + ;^ + 



a 



1 

+ 
+ 



a, Og 



a, + d 



+ . . • + 






+ 



«1 -f- <i Oj -|- d 



«^ + d 



+ ...+ 



«' 



+ 



a" 



+ .-.+ 



2' 



+ 



+ 



+ ... 



Lös.: ff,= r [(x^-i + a?^i -f ...«««-») + 2 (r"-H-i -{- 
+ «"rH-i + . . . + a^^'-H-i) + . . . -j- gp («•>+J'^-i + 



(Ja:. 



7. 1 — äx* 

Jst q = -\-l, so wird der Integrand für a; = 1 unendlich, 
wenn der Zähler nicht durch den Nenner teilbar ist. Kann der 
Integrand auch fdr q,^l unendlich werden ? 

1 



11) <^= i-ö + Ö-9 + -o-li + • . • + 



L58.: 



tf ^ 



1-2 ' 2-3 ' 3-4 

1 ^ 1 

n 



n (n -|- 1) 



n (n -{- 1) 



n + 1 



2^2 3^3 ^■" 



12) «^ = + 3^4 + - + 
Lös.: a = 



(2w — 1) 2n 



(T-f) + 



V3 



X 

4 



4v / /p2fi— 1 



2nl 



ff = /"[(l — a;) + (aj« — a:«) + . . . + (a;««- « — a:««-!)] da:. 

1„s. _ 1 1,1 

"^ *^~r:2~3:4 + 4:5-" 
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14)''=l!2 + 4^ + 'r8 + --- 



Lös.: a=J"-J—|i da; = -;;.. (Vgl pag. 19, Aufg. 10).) 



15) ff 




1 



7t 

3f§ 



1-2 4.5 ' 7.8 



"1 r7 o I • • • 



^''■■■'=!It+^'=\'^ 



16) ff = 



+ 



o(a + 6)~(o + 6 + d)(a + 26 + <^ 



+ 



+ 



,« 



(o + 26 + 2(i) (o + 36 + 2d) 



+ ••• 



+ 



[« + m6 -f- mdj [a -fr (»» + 1).^ + ♦"<?] 
Lös.: Das allgemeine Glied der Reihe ist 
11 



+ ... 



a-\-mb'\'md a -f» (m -f- 1) * + wd 









+ wft+.wcZ a + (w + l)6-|-md 



) 



_ 1 /»i a;— »(l-a;*) , 
-"6 Jo 1-23;*+^ 



17) ff = 



«(«+*) (o + ft + <^(o + 26 + d) 



+ 



+ 



+ (- 1) 



(o + 26 + 2d) (o + 36 .+ 2d) 



+ ..- 



(o -}- »i6 + fnd) (a -f- jm — l}6 + i»id) -^ 



+ ... 
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Lös.: Ersetzt man in der vorigen Aufgabe 9 dorch — ^ so 
erhält man 



_ 1 /»i x—^ (1 — a*) 



3 



dx. 



b Jo l-\-qx>'+<' 

Die vorher behandelten Bahra sind Spezialfälle der beiden 
letzten Aufgaben. Man bilde noch mehr spezielle Beihen und 



summiere sie. 



^^)*^— 1.2.3 3.4.5'^5.6.7'^ 



+ ... + (-l)' 



(1 + 2m) (2 + 2m) (3 + 2m) 



Lös.: 



(1 + 2m) (2 + 2m) (3 + 2m) 2 



l + 2m 
1 



2 + 2m ' 3 + 2m 

dx. 



_ 1 /»i l — 2x-\-x * 
• 2 ' 1 -L -2 



/»i 1 — 2a;-f ^ , 



19) <^= -1,-2:3 +3:4:5+ öTeT?"^*" 

, _ 1 /»i 1 — 2a; + a;« 

Lös.:ff = ^ 1 — 5 'i — a«. 

2 Jo 1 — «• 

ff = ?2— g- 



Lös.: 



1 -l/J^ 2,11 

2m (2m + 1) (2m + 2) 2 \2m 2m+l'^2m4-2j' 



mael 
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~2 Je 



1 x — 2x^-^x^ 



o = 




7t — S 



1 + X' 



dx. 



21) ^— 2. 3. 4 + 4. 5. 6 + 6.7. 8 + *-* 



L ö s. : a = ^ I 



0=^ — 12. 
4 



1 X — 2x^-\-x 



s 



1 — x 



2 



da;. 



22) a = 



+ 



a(a + 6)(a + 2ft) ^(a + 26)(a + 36) (a + 46) 



+ 



+ ..- + 



in 



Lös.: 



(a + 2nb) (a + {2w + 1} b) (a + {2» + 2} 6) 

1 ^ 

(o + 2nb) {a + j2» + 1} b) (a + j2» + 2} 6) ~ 



+ ... 



+ 



~'2<J*[a + 2»6 a + (2» + l)6 ' o + (2n + 2)6 
Setzt man a:*-' — 2«»+*-* + a;*+''*-^ = m, so ist 
1 /" 

1 /*! «*-^ — 2a?H-*-i -j- aH-2»-i 
*"^W Jo 1 — 2a;2» 



äi;. 



1 ic«-»(l_a*) 



_ J^ /»i a;'-'(l 
-26« Jo 1- 



3 



.26 



(22;. 



X — ga;' 

23) Man summiere die Keihe 22) für die speziellen Werte 
2 = + 1 und g = — 1. 



Lös.: cr,»+x = ^F^ £^-1 . ^-_. efa:. 



_ 1 1 /'^ J 



1 x^+b-l 



+ 0: 



26 



dr. 



Sind für a und 6 spezielle Werte gegeben, so wendet man 
mit Vorteil die Eekursionsformeln. von Kapitel ll an. 
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^*^ '^ "" a (a + b) (« + 2b) + (o + 3i)'(a + 4J) (a + 56) + 

+ • • • + (a -fSmbjiä -f{3m -fl\ b) (a+'\3m-\- 2\bj'^'" 
Lös.: Das allgemeine Glied der Reihe ist gleich 

26« [a-{-3mb a4-{3m + 1}6^ o + |3m + 2j6 

Wl=00 

ff = J, f^ ( S" [a^+*"*-' — 2x"+P"H-i]ft-i _j_ 



■ m=0 



+ a?'+P'»+2]»-i]\da;. 



" = 26« / 



2 



' a 1 (1— ^') 

> 1 — qa:^^ 



2^) ^— 1.2.3"+"4.5.6"*"7.8.9"*"** 

Lös.: Die Aufgabe ist ein Spezialfall der vorigen (a = l, 
6 = 1). Es ergibt sich 



_ 1 /»> (1 — a;)« _ 1 /"U 



4 ^y3 / 

2^) '' = 1.2.3~4.5.6"^7.8-9~101112-"' 
Lös.: Nach Aufg. 24) ist 

1 [>' (1— a;)« 

2 Jo 1+^' 

ff= „ 12— , • 
^'^^ "^ a(a + 6)(a + 26) "*" 



dx. 



j «^ . 

^ (a + 26 + d) (a + 36 + d) (a + 46 + d) ^ • ■ ■ 



+ 



«m 



(a + 2m6 + md) (a + {2m + 1| 6 + wd) (a + {2m + 2) 6 + md) 

Sohncke's Aufgabensammlung. IL 14 
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Lös.: Das allgemeine Glied der Eeihe ist 

1 _ 2 

a -P 2m b -\-md a + (2m -^l)b-\- md 

+ 



26* 



+ 



a + (2m 4- 2) 6 + md 



»n=oo 



r\-2mb-\^md-\ ^^a-\-{2m-\'\)l>-\-md~l I 



I /pa-f (2m+2)6-|-md-l\ 



dx. 



_ 1 /»i „_i (1— a;')« , 

^^'^ *^ ^ nVS + 5". 6 • 7 + 9 • iÖ • li + • • • 
Lös.: Nach der vorigen Aufgabe ist 

<;= -s- I :, , dx. 

2 Jo 1 — a;* 

4 
29) ff = j; 2 ;3 ~ 5T6 • 7 + 9 • 10 . 11 + • • • 



^««•='^=¥/o 1 + 



X' 



dx. 



n ,_/^ 



ff=^(y2-i). 



30) ff = 



a(a + 6)(a-f 26)(o+36) 



+ 



+ 



<l 



+ 



(a + 36 + d) (a + 46 + d) (a + 56 + d) (a + 66 + d) 



+ 



(a+3m6+md) (o+}3m+l|6+mdj (a+j3m+2i6+md(a+[3m+3)6+»Mi) 
+ ... 

Lös.: Das allgemeine Glied ist 
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gl» 



"■ ? L 

o + 3mo -f- md a -j- {3»« -j- Ij " + >"<* 

+ __ 3 ^1^ 

^ a + (3m + 2) 6 + »M? a -\- {3m -\- S) b -}- md 

m=oo 



1 — gar'H-d 

1 



"=-66«/^""'-" '''-^^ 



3^) '^ ~ a (a + *) (a + 26) . : . (o +'p&) "^ 



+ 



« 



+ 



(a + jp6 + d) (a + {^ + Ij 6 + d) . . . (a + 2i)6 + d) 



+... 



(öH-m^^ft+md) (o-h {m2^f-l) b+md) (a+ {m^+2} 6+md) . . . (öH- {wz+ljpfe+md) 

Lös.: Um das allgemeine Glied als Integral darzustellen, 
berechne man durch die Rekursionsformel § 8, 1) das Integral 



J= j xf^ {1 — x")^ dx. 



Man findet 



L A*+l Jo W* + lJo 

J=- "f f V+'' (1 — «'f-1 (to=— "f , J^. 

M + lJo M + 1 

l«4-y+l Jo /it + j' + l * 

Schließlich ergibt sich 



J = 



J = 



v^ttl 



ly 



(^t + l)(^ + v+l)...(;u+{«r-l}v+iyj 



-^"dx. 



(ju + l)(,i + v + l)...(^ + {7r-l{v+l)(;u + m+l) 
Umgekehrt kann man setzen 

14* 
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(f^ + l)(^i + v + l){fi + 2v + l) . . . (^ + f/r + 1) 

= J" . r x"" (l — x'f dx. 

Bei dieser Berechnung ist natürlich n^l vorausgesetzt. 

Um das allgemeine Glied u^ der vorgelegten Reihe in ge- 
wünschter Weise auszudrücken, hat man also nur zu setzen 

jM = a + mpb -{-md — 1, 

v = b, 

7C=p und erhält dann 



u 



m 



= ?r f a;«+'"^H-"»d-i (1 ~ x^)p dx. 
p\hP Jo 



Als Summe der Eeihe ergibt sich dann sofort 

Es ist eine zweckmäßige Übung, Spezialfälle dieser Reihe 
zu bilden und diese Reihen zu summieren. 



plbP Jo 1 — 



32) Man beweise den Satz : Die Summe der reziproken Potenzen 
aller ganzen Zahlen ist = 1, wenn man sowohl 1 wie als 



Los.: ff — 22 + 23 + 24 +2» + " 


Um 


+ 1+1 +.1 + 1 1 
3^ 3^ 3* 3* * * 


.+ 


+ 1 + 1.+ 1 + 1 + 

4- 





Eine solche Doppelreihe ist bekanntlich konvergent, wenn 
1) alle Horizontalreihen konvergent sind und 2) die Reihe ihrer 
Summen konvergiert. Unter diesen Umständen ist es dann gleich- 
gültig, ob zuerst die Horizontal- oder Vertikalreihen summiert 
werden. 

Die Summen der Horizontalreihen sind hier 
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1 

2« 



1 
3^ 



1-i 1-^ 
2 3 



usw. Es ist also 



_ 1^ , 1 , 1 , 
1.2'^2.3"'"3.4"^-- 

= 1. (Vgl. Aufg. 11.). 
33) Man beweise denselben Satz, in dem man die Formel 



s" ~r{a) Jo 



a=00 s=oo 

Lös.: ^=2 2 .a = 



e-*^ ^a-i ^ benutzt. 



a=2 s=2 



a=soo 



«=oo 



" 1 ^(«) «/o^^" S 



1 — tx 



dx. 



a=00 



'^ 1 P^ e-^ x'*-^ , 

'^=^(«-lT!Jo 1-e--^-^- 

Setzt man a — 1=6, so wird 

6=00 



ICXD 



/.oo g-2x C^ — l) /sc 

^ — ^ ' dx^ \ e-" dac. 

34) Man summiere auf entsprechende Weise die Reihe 

^ 1 , 1' 1_ 

(i» + 2)^ "^ (l)' + 2)« + (p + 2)* + • • • + 

+ (f +3f + (p + 3)» + ip + 3)* + • • • + 



4- 



Ä=00 



OO /ji^—\ß-{p-{-2)x 






dr. 
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.=r-5^(I-(.-^"i,.)-=/:-'-"*'- 



a = 



1 



p-\-l 

35) Mau bilde die reziproken Potenzen aller geraden Zahlen 
(Einschränkungen wie in Aufg. 32).) 

a=s300 n=oc «soo 



"~^^ i2nY-^(a~lV.l 



oo e~^ 



x"*-^ ^ — ^_dx. 



a=2 n=l ^ ' a=2 ^ / - u 

dx= I ^ , ^ rto:. 

e^ — 1 Jo 1 + e-^ 

a=l2, 

36) Es sind die reziproken Potenzen aller Zahlen von der Form 
5 = 4n + 3 , a = 2r + 1 zu bilden (Einschränkungen wie 
vorher). 

^ 3* "^ 3^ "^ 3" "^ " ' 

+ ^ + -^ + ^ + 

1^ 73 1^ 75 n^ 77 "^ 



+ ■ . . . . 

r=oo n=aOO r=oo 



_ 1 P'^ dx _ /'°° (Fdx _ 
■" 2 Jo c^ — l~Jo c«^— 1~ 



^ + 7-2^.. 



= I 2 arctang e^ + g ^ ^ 



a:=00 
a:3=0 



^ 1 70 
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37) Es sind die reziproken Potenzen aller Zahlen von der Form 
5 = 4w + 3, a = 2r zu bilden (Einschränkung wie vorher). 

Lös.: ö= g2-+ g^ -I- ^^ +..._!- 
111 



r=00 n=00 

1 _ ^»3 €"^ {f — e-^) 
, _ . - c-*^' 2 



~til^ (4n + 3)--Jo 1- 

_ 1 Z' c- 

~ 2 J e-' 



äo;. 



2^ + 1 



a= ] 12, 
4 

38) Es sollen die reziproken Potenzen aller Zahlen von der 
Form 5 = 4w + 2, a = 2r summiert werden (Einschränkungen 
wie vorher). 

Lös.: a= 22 +-2r+ 26 +••• + 

.1 . ± . A . 
n^ gtf n^ g4 n^ gtt n^ • • • 

+ 



rsssoo ns=00 täOO 

''-^ -£ (4„ + 2)2'- — J , i — c-t-l-ÄI (2r — l)!)**' 

_ 1 f'°° Cdx _n 

''~'2 Jo ^ + 1 ~ 8" 

Man bilde selbst weitere derartige Reihen. 

39) Es soll die hypergeometrische Reihe 

Fia,b,c,z)-l-\- j,_^ + - ■2!c(c + l) " + 

a(a + l)(a + 2)6(6 + l)(6 + 2)., 
"•" 3!c(c + l)(c + 2) ^••" 

durch ein bestimmtes Integral dargestellt werden. 



-^ 216 -V 
Lös.: Es ist Bia,c-^a) = '^^"^ j^j-'~ "^ = 

^ ' r{c) 

= I x^^ (1 — x)'-'-^ dz 
oder 1) 1 = ^-^^^ ^;|- ^ £ ^- (1 - .)'— .^. 

Fen.er ist JBia + k, c-a) = ^(«+|_^|-«) = . 

^ c{c-\-l)...{c-{-k—l) r{a) r{c — a) ^ ^ ' ' 

a(a + l)...(a + Ä-l)_ 
^' c(c + l)...(c-l-Ä — i) 

= r (a) "J^l- «)/>*"(! --)'-'" *^- 

Indem man die so erhaltenen Werte einsetzt, nimmt die 
hypergeometrische Reihe folgende Gestalt an 

^(«'^'^'^) = rTa)r(L «)/>-' (1-..)— (i + 

\\\^^~^ 2! ^ ^ +... 

^ («' *' ^' ^) = r(a)r(La) /o -"" (1 - -^-' X 



*asOO 



40) Man drücke F (a, &, c, 1) durch Eulersche Funktionen aus. 

Lös.: Benutzt man das vorhergehende Resultat, so er- 
hält man 
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na, h, c, 1) = ^^^ ^(|-_-^ Jl .- (1 - .)«--- ä.. 

^ ' ' ' ^ r(c — a) r{c — 0) 

41) Es seien die konstanten Größen a^, a^, a;j...a„... bekannt; 

die Reihe «o + ^i ^ + ^2 ^^ + • • • + ^a^" + • • • sei summier- 
bar und gleich der Funktion <p (x). 
Man stelle die Reihe 

. a , a(a + l) „ , a(a4-l)(a + 2) „ , 

'^ c ^ ' c (c 4" 1) ■ c (c + 1 j (c + 2) ** ' 

durch ein bestimmtes Integral dar. 

"= r(ä) r(o-«) //-Mi-^)— ' -?(^^)^. 

42) Es sei wieder, wie in der vorigen Aufgabe 

«0 + ö^i ^ + «2 ^^ + • • • «n ^" + . . . = y (^), zu summieren ist 

a (a + 1 j . . . (a +i? — 1) ^ (a+b) (a+ft+l)...(a+6-hp - 1)^ 

, a.2Z^ _ , 

"^ ' {a + 2b){a + 26 + 1) . . . (a + 26 +p — 1) "^ * * ' 

Lös.: -,— -,-. - ^ , - - =— -/ a;«-i(l — rc)P-iaoda:, 

a(a + l)...(a+i) — 1) r{p)J^ ^ y » 



ttj ^ 



(a + 6)(a + 6 + l)...(a + 6+i} — 1) 

a = 1 x"*"^ (1 — ^)^-^ y {zoi^) dx. 

Man behandle einige der früheren Reihen als Spezialfälle 
der eben angegebenen. 
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43) Man summiere die Reihe 

S2m = 1 ,„ + „,„ + 02™ + 42« + • • •> wo^ei m eine positive 



22 



32 



1 :m 

ganze Zahl ist. 

Lös.: Statt S2«, betrachte man den allgemeineren Ausdruck 



t2n 



,2tn 






+ ... 



Man bilde a^, a^ ... a-im und addiere alles, so erhält man 

ff = — (ffj + »4 4- <^6 + • • • + «'■2». + • • •) = 



11* 

21* 

.6 



1.2« 

M* 

2-2* 

.6 



13* 

M* 

2-3* 

6 



31«"~3-2«~3.3« 



M" 

1-4* 

M* 

2-4* 
3.4« 



Nun addiere man zuerst die Yertikalreihen 






u- 



u 



6 



2-1* 3.1« "• 
^*^ = -2m(1 + w* + m* + «« + ...). 



d 5, — 2tf 



du 



u 



2? 



'^=/o 1 



* — 2m d« 



M* 



Sj ^ Z (1 — M*). Ebenso findet man 



s, = Ul 



2* 



).-='(i-::) 



ff = Z 



('-«M^-^'K'-s:)-!'-:') 



Setzt man «= , so erhält man nach einer bekannten 



7t 



Formel 



(5=1 



sin-2^ 



Es ist aber 
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a = li^)^fUmgz-^^)dz^ 



22k ^2k 

(2Ä)T.2l 





it=0O 
it=00 

Setzt man nun rückwärts z=^7t% so findet man, wenn man 
die gleichen Potenzen von u in der ursprünglichen Reihe • und 
dem dafür gefundenen Ausdruck vergleicht 

ifc.l2* + Ä;.22* + Ä:.32* + • • • — X ^'* ~ ^''-'' (2A)1.2^ ' 

22*—! jj2k 

Die Größen 5 sind als Koeffizienten in der Tangensreihe 
(Bd. I, pag. 89) bekannt. Durch Einsetzen der betreflfenden Werte 
erhält man 

o _ 1 I 1 I 1^ I _^' 

^2 -1^2 "T" 02 "■" 32 I • • • ß ' 

*^4 14 -r 24 -r 34 -r • • • 99 

'^« — l«"T-26-t-36-r--- — 945? ^8— 945Q, ^10 — 93555- 
44) Man bilde 

^2k=- ^ -T ^2k '52* "T * • • 

Lös.: Behält ^2* die in der vorigen Aufgabe angegebene 
Bedeutung, so findet man leicht 

S2k = S'2k + ,^2* ^'^' 

22* \ 

S'2k = 02A- '^^-t. Z. B. ist 

o. _ 1 , J^ , 1 , _ 15 c _ ^^ 
* ~ P "^ 3* ~^ 5^ "^ • • • ~ 16 ^ ~ 96 ' 

o. _ 31 TT^« 

^^ 2903Ö40" 
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2* 2^*' 



Lös.: /S"2* = 82k — o* ^5* = — ö2k-i ^2*. z. B. ist 



1_11_1 _lo_^' 

12 22'"32 42^ •••" 2 ^ "■ 12 ' 

1_11_1 _31o_3l7r« 

1« 2« "^3« 4« — •••~32 ^"30240 

4o) o A = 1 ■32*+ 1 "r" 52ifc+i 72Ä+1 i • • • 

Lös.: Man bilde 

\^ "' Q8 n^ RS 78 ni • • • 1^ 



w** . U^ u^ 



53 7' 

+ ^ 30 ' 56 70' + • • • I 

+ 

^ — ^\l — U^ 32_^2i- 52_^2 72_^2 ± •••! 

Dies ergibt nach einer bekannten Formel 



71U 7t u 

a = . sec ^ 
4 2 



Ähnlich wie tang ^ kann auch sec z in eine Reihe entwickelt 

^2fn 

werden, deren allgemeines Glied mit i?2« /o— m bezeichnet wird. 

' ® (27w) ! 

Die ersten Werte der Größen E lassen sich aus Bd. I, pag. 90 
ohne weiteres finden. 

Durch Koeffizienten vergleichung ergibt sich 

(2Jc) ! "2^*+2 
Es ergeben sich die Spezialfälle 



S't ==-_,,. ,^:^7rr7r -E^2*« 



3^5 7 - 4 



s 
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1 _ ^ 4- 1 _ 1 4- - ^* 
38 -T 5» 7«d:- — 32* 

11 _i^ , _ OTT 

35 + 55 7» =*=•••— 1536" 

11_1 _61?r' 

3'"*" 5' 7'- 184320' 

1J^_1 _ 1385 TT» 



41287680 

Mit Hilfe der Aufgaben 43)— 46) können die in § 34, Auf- 
gabe 22), den folgenden und ähnlichen Aufgaben auftretenden 
Integrale in geschlossener Form dargestellt werden. 



Nachtrag. 

Auf pag. 176, letzte Zeile, ist zu lesen 

r(a-\-b)-r (a) g^^^ r(a-\- b)- ra 
h rh 



